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ΔΝΟΣΗΣΑ 1η: 

ΓΔΝΙΚΑ ΠΔΡΙ ΢ΤΝΑΡΣΗ΢ΔΧΝ – Α΢ΚΗ΢ΔΙ΢ 

 

 

1. Γηα θάζε                                                      

Να δείμεηε φηη     . 

 

2. Γίδεηαη ζπλάξηεζε  , γλήζηα αχμνπζα, ψζηε   
      

 
   . 

Να δείμεηε φηη        . 

 

3. η)  Αλ           
   

   
                 , ηφηε λα βξείηε ηε ζπλάξηεζε  g. 

ηη) Αλ                            
   

   
 , ηφηε λα βξείηε ηε ζπλάξηεζε  f. 

 

4. Αλ γηα ηε ζπλάξηεζε  f  ηζρχεη               , ηφηε λα βξείηε, αλ ππάξρεη, ηε ζπλάξηεζε     . 

 

5. Γίδεηαη ζπλάξηεζε                           . 

η)  λα δείμεηε φηη ε  f  είλαη  ΄΄1-1΄΄ 

ηη) λα ιχζεηε ηελ εμίζσζε                 . 

 

6.  Γίδεηαη ζπλάξηεζε                       . 

η)   λα βξείηε ηελ            

ηη)  λα δείμεηε φηη ε  f  είλαη ΄΄1-1΄΄ 

ηηη) λα δείμεηε φηη        

ηv) λα δείμεηε φηη                     

 

7. Έζησ                        . 

η)   λα δείμεηε φηη                

ηη)  λα βξείηε ηελ            

ηηη) λα δείμεηε φηη                

ηv) λα δείμεηε φηη δελ ππάξρεη              

 

8. Γίδεηαη ζπλάξηεζε                       . 

η)  λα δείμεηε φηη         

ηη)  αλ                  λα βξεζεί ην g(0) θαη λα δείμεηε φηη ε  g  δελ είλαη ΄΄1-1΄΄ 

 

9. Γίδεηαη ζπλάξηεζε  f  ε νπνία αληηζηξέθεηαη θαη ε γξαθηθή ηεο παξάζηαζε δηέξρεηαη απφ ηα ζεκεία  

Α(1,2)  θαη  Β(2,4). Να βξεζεί ην  x, αλ γλσξίδεηε φηη                    

 

10. Έζησ                                            Να δείμεηε φηη: 

η)   ε  f  είλαη ΄΄1-1΄΄ 

ηη)                

ηηη)  ε ζπλάξηεζε  f  δελ είλαη γλήζηα αχμνπζα 
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11. Έζησ                                                  Να δείμεηε φηη: 

η)           

ηη)               

ηηη)  αλ ε εμίζσζε f(x) = 0  έρεη κνλαδηθή ξίδα ην 0 (κεδέλ), ηφηε ε  f  είλαη ΄΄1-1΄΄ 

 θαη ηζρχεη:                         

 

12. Έζησ                                                               

Να δείμεηε φηη: 

η)                 

ηη)                

ηηη)        

ηv)       
 

    
         

v) αλ ε εμίζσζε  f(x) = 1  έρεη κνλαδηθή ξίδα ην 0 (κεδέλ), ηφηε ε  f  είλαη αληηζηξέςηκε  

θαη ηζρχεη:                                      

 

13. Αλ γηα ηε ζπλάξηεζε            ηζρχνπλ: 

α)  ε  f  είλαη αχμνπζα     β)                             

λα δείμεηε φηη: 

η)  f(0) = 1 

ηη) f(x) = 1, γηα θάζε         

 

14. Γίδεηαη ζπλάξηεζε  f  γλήζηα κνλφηνλε, ε νπνία δηέξρεηαη απφ ηα ζεκεία  Α(-1, 2002)  θαη Β(1, 

2004). Να βξεζνχλ νη πξαγκαηηθνί αξηζκνί  x, έηζη ψζηε:                     

 

15. Γίδεηαη ζπλάξηεζε κε ηχπν         
  

 
            

Να βξεζεί ην ΢χλνιν Σηκψλ ηεο ζπλάξηεζεο θαη λα ζρεδηαζζεί ε γξαθηθή ηεο παξάζηαζε. 

 

16. η) Γίδνληαη νη ζπλαξηήζεηο                           . 

 Να δείμεηε φηη θαη ε  f  είλαη         

ηη)  Έζησ          Αλ γηα θάζε άιιε ζπλάξηεζε         ηζρχεη φηη gof = fog, ηφηε λα δείμεηε φηη  

f(x) = x  γηα θάζε  x. 

ηηη)  Έζησ             Να δείμεηε φηη αλ (gof)(x) = x  θαη  (hog)(x) = x, ηφηε  h = f 

 

17. Έζησ ε κε κεδεληθή ζπλάξηεζε        έηζη ψζηε: 

                                                               

η)   Να δείμεηε φηη  f(0) = 1  θαη φηη ε  f  είλαη άξηηα 

ηη)  Έζησ                  Να δείμεηε φηη                      θαη φηη          

ηηη) Να δείμεηε φηη κία πεξίνδνο ηεο  f  είλαη ην           

 

18. Έζησ ζπλάξηεζε                             . Να βξεζεί ε ζπλάξηεζε      

 

19.  Γίδνληαη νη ζπλαξηήζεηο                               Αλ νη f, g είλαη      , ηφηε λα δείμεηε 

φηη θαη ε  gof  είλαη         θαη ηζρχεη                   
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20. Γίδνληαη νη ζπλαξηήζεηο                               Αλ ηζρχνπλ νη ζρέζεηο          

                                      , λα δείμεηε φηη: 

η)  νη  f, g  είλαη          

ηη)                      

 

21. Γίδεηαη ε ζπλάξηεζε κε ηχπν                    

η)   λα βξείηε ην f (1) 

ηη)  λα εμεηάζεηε αλ ε  f  είλαη        ζην R 

ηηη) λα ιχζεηε ηελ εμίζσζε                

 

22. Έζησ ζπλάξηεζε                                             

Να ιχζεηε ηελ εμίζσζε              

 

23. η) Έζησ ζπλάξηεζε             κε ηελ ηδηφηεηα    
 

 
                 

Να βξεζεί ν ηχπνο ηεο ζπλάξηεζεο. 

ηη) Έζησ                           . Να βξεζεί ν ηχπνο ηεο  f. 

 

24. Έζησ ζπλάξηεζε f  κε             . Να δείμεηε φηη              

 

25. Έζησ ζπλάξηεζε f  κε                    . Να δείμεηε φηη  f (2) = 2 

 

26. Έζησ ζπλάξηεζε                           
 

 
           

Αλ ε εμίζσζε  f (x) = 0  έρεη κνλαδηθή ξίδα, ηφηε 

η)    λα δείμεηε φηη νξίδεηαη ε ζπλάξηεζε      

ηη)   λα ιπζεί ε εμίζσζε:                               

ηηη)  αλ επηπιένλ ηζρχεη  f (x) > 0  γηα  x > 1, λα δείμεηε φηη ε  f  είλαη γλήζηα αχμνπζα ζην δηάζηεκα  

       

 

27. Έζησ ζπλάξηεζε          κε                                         

Δπηπιένλ ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  f  ηέκλεη ηελ επζεία  ς = x  ζε έλα ην πνιχ ζεκείν. 

Να δείμεηε φηη: 

η)  αλ ε εμίζσζε  f (x) = 1 έρεη κνλαδηθή ξίδα, ηφηε ε  f  είλαη           

ηη) ε ζπλάξηεζε       
    

 
         είλαη αληηζηξέςηκε 

 

28. Έζησ ζπλάξηεζε κε                                   . 

Να δείμεηε φηη: 

η)   ππάξρεη ε       

ηη)                   

  

29. Γίδεηαη ε ζπλάξηεζε κε ηχπν                        
 

 
 
 

 
  

η)  λα δείμεηε φηη ε ζπλάξηεζε αληηζηξέθεηαη 

ηη) λα ιπζεί ε εμίζσζε           
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30. Έζησ ζπλάξηεζε  f  γλήζηα κνλφηνλε, ηεο νπνίαο ε γξαθηθή παξάζηαζε δηέξρεηαη απφ ηα ζεκεία  

Α(3, 2)  θαη  Β(5, 9) 

η)  λα ιπζεί ε εμίζσζε                     

ηη) λα ιπζεί ε αλίζσζε                     

 

31. Έζησ ζπλάξηεζε  f  γηα ηελ νπνία ηζρχεη                                  

η)  λα δείμεηε φηη ε ζπλάξηεζε είλαη        θαη φηη ην ζχλνιν ησλ ηηκψλ ηεο είλαη νιφθιεξν ην  R 

ηη) λα ιπζεί ε εμίζσζε                     
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ΔΝΟΣΗΣΑ 2η: ΟΡΙΑ - ΢ΤΝΔΥΔΙΑ 

ΟΡΙΑ  ΢ΣΟ  
0x   

 

1. Αλ  
0 0

( )
lim , . . . lim ( ) 0
x x

f x
l f x

x
  

 
    

 

2. Να βξείηε ην  
23 3 3

( ) 1 ( ) 2
lim ( ) , : ) lim 2 ) lim 5

3 2 18x x x

f x f x x
f x ό

x x
  

  

 
 

 
 

 

3. Αλ     2

2 2 2

( )
lim 5 lim ( ) 2 10 3, lim ( ) ( )

2x x x

f x
g x x x ί f g x

x
     

  

    
 

. 

 

4. Αλ  
0 0 0

( )
lim lim ( ) , . . . lim ( ) 0

( )x x x x x x

f x
f x l g x

g x
   

  
      

 

5. Βξείηε ην  
2

lim ( )
x

f x


, φηαλ: 

 2

22 2 2

2 8 ( )
) lim ) lim ) lim ( ) 2 10

( )x x x

x f x
f x x

f x x
  

  


       
 

 

 

6. Αλ  
0 0

( )
lim 0 , . . . lim ( )

( )x x x x

f x l
f x l

f x l
  

 


 


 

 

7. Αλ  
2 2

( ) 1 ( ) 2
lim 3, lim

2 2x x

f x x f x
ί

x x

 

   
 

 


 
 

 

8. Αλ  
2 20 0

( ) (2 ) ( ) 3
lim 1, lim

2x x

f x x f x f x x
ί

x x x


   

 

   



 

 

9. Αλ γηα ηε ζπλάξηεζε f  ηζρχεη φηη  f (x) = f (x + 3)  γηα θάζε πξαγκαηηθφ αξηζκφ  x  θαη 

 
2 1

lim ( ) 2 5 4 , lim ( )
x x

f x x ί f x   
 

    

 

10. η)  Να βξείηε ην  
0

1
lim
x

x
x

 


 
 

 
 

ηη)  Αλ ηζρχεη φηη  4

0

1 1 1
( ) , ,0 0, lim ( )

2 2 x
f x x x x ί f x

x
     



   
        

   
 

 

11. Αλ      
   

                     
   

    

       
                      

   

         

   
 

 

12. Αλ ηζρχεη φηη  2 2 2

0

1
( ) 1 1 , lim ( )

2x
x f x x x x ί ό f x    


       

 

13. Γηα ηε ζπλάξηεζε 2 2: (0,1) ( ) , , (0,1)f ύ x f x x ό x         . Σφηε βξείηε ην  

  
3

0

ln ( )
lim

lnx

f x

x
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ΟΡΙΑ  ΢ΣΟ  ΑΠΔΙΡΟ 
 

1. Να ππνινγηζζνχλ ηα φξηα: 

2 3

*

2 2

1 1
2

1
) lim , ) lim , ) lim ,

3 4x x x

x x x
x xi ii iii x

x xx x x



 
 

  

  

 
  

 

 

2. Οκνίσο: 

 

 

3

1

1

1

2

3 3 5 2
) lim 5 7 , ) lim , ) lim , 0

5 3 2 7 2

) lim , ) lim ln( 1) 2ln( 1)

x x x x
x x

x x x xx x x

x

x

x x

i ii iii

v e v x x










  





 

  
 

   

  

 

 

3. Γίλεηαη νξζνγψλην ηξίγσλν  ΑΒΓ (Α = 90
ν 
). Σν επζχγξακκν ηκήκα  ΑΒ  έρεη ζηαζεξφ κήθνο  c, ελψ ην 

ζεκείν  Γ  θηλείηαη απνκαθξπλφκελν απφ ην  Α ζηελ πξνέθηαζε ηεο  ΑΓ. Να απνδείμεηε φηη ηα κήθε ησλ  

ΒΓ  θαη  ΑΓ  ηείλνπλ λα γίλνπλ ίζα. 

 

4. Καηά ηε δηάξθεηα ελφο πνηνηηθνχ ειέγρνπ ζε κία κνλάδα παξαγσγήο, βξέζεθε φηη ε πνζφηεηα ησλ 

ειαηησκαηηθψλ πξντφλησλ πνπ παξάγνληαη απφ έλαλ εξγάηε δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν 
3 7

( )
t

E t
t

 
  , φπνπ t  

είλαη ν ρξφλνο πνπ ρξεηάδεηαη έλαο εξγαδφκελνο γηα λα θάλεη ηε ζπγθεθξηκέλε εξγαζία. Να εθηηκήζεηε ηη 

ζα ζπκβεί φηαλ νη εξγαδφκελνη πηέδνληαη γηα ηελ ειαρηζηνπνίεζε ηνπ ηππηθνχ κέζνπ ρξφλνπ παξαγσγήο 

ηνπ πξντφληνο. 

 

5. Αλ γηα ηηο ζπλαξηήζεηο  f , g  ηζρχνπλ  2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) 0 , 0x f x x g x f x g x x      θαη νη ζπλαξηήζεηο 

παίξλνπλ ζεηηθέο ηηκέο γηα θάζε  ρ > 2004 , ηφηε λα βξεζνχλ ηα φξηα ησλ ζπλαξηήζεσλ 

1 1

( ) ( )f x g x
  

 

6. Γηα κηα ζπλάξηεζε  f  ηζρχεη: 

1
2 ( 1) , 0 , 1, lim ( ).

x

x
f x f x ά x x ί f x

x
      



 
        

 
 

7. Τπνζέηνπκε φηη ε ζπλάξηεζε  f  είλαη πεξηηηή θαη φηη ηζρχεη 
2lim ( ) 1 1

x
f x x x x



     
 

. Να βξείηε 

ην lim ( )
x

f x


 

 

8. Γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ πξαγκαηηθνχ αξηζκνχ  ι, λα ππνινγίζεηε ην φξην: 

     
 2 3 2

2

1 ( ) 1
lim

( 1) 5 1x

x P x x

x x

 



     

   
  ,  αλ ην P (ι) είλαη πνιπψλπκν γηα ην νπνίν ηζρχεη φηη  

       
2 2

(1) ( 1) 1 2 ( 1)P P P      

 

9.  Αλ γηα ηε ζπλερή ζπλάξηεζε  f  ηζρχνπλ  ( ) 0 , (1) 2001f x x f   , ηφηε ην φξην   

                                             
 

 

2001 4 3

2004 2

(2001) 1 1
lim

( 1) 2x

f x x x

f x

   

  
 

είλαη ίζν κε:  . . . 0 . (2001) 1f        
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Α΢ΚΗ΢ΔΙ΢  ΢Δ  ΟΡΙΑ – ΢ΤΝΔΥΔΙΑ 

1. Να ππνινγίζεηε ηα φξηα:          
   

           

   
              

   

            

   
 

2. Γίλεηαη κε ζηαζεξή ζπλάξηεζε  f  κε     
   

        Να ππνινγίζεηε ην     
   

      

αλ      
                 

      
 

3. Αλ       
   

    

 
             

   
                                    

   
           

4. Αλ     
   

                                      
   

        

       
 

5. i) Αλ    
   

      

   
                        

   

        

      
 

ii) Αλ                            
   

    

 
       λα βξείηε ην    

6. i) Αλ     
   

       

   
    λα βξείηε ην α, ψζηε     

   

         

   
    

ii) Αλ     
   

       

 
               

   

      

 
                       

   

           

 
 

7. Αλ                  
   

          

      
                      

   
     

8. Αλ     
    

        
    

                            λα δείμεηε φηη: 

      
    

           

         
                  

    

           

         
   

9. Αλ    
    

                       
    

             , λα δείμεηε φηη: 

      
    

                                
    

                               

           
   

10. Αλ ε ζπλάξηεζε  f (ε) εθθξάδεη  ην βαζκφ ηνπ πνιπσλχκνπ                  λα εμεηάζεηε αλ 

ππάξρεη ην     
   

      θαη λα θάλεηε ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  f. 

11. Να δείμεηε φηη:             
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12. Γίλεηαη ζπλάξηεζε κε ηχπν       
            

  
                    . 

Να βξείηε ηνλ πξαγκαηηθφ αξηζκφ  α, ψζηε     
   

           ΢ηε ζπλέρεηα λα δείμεηε φηη ππάξρεη 

ζπλάξηεζε g, ηέηνηα ψζηε         
 

 
 

  

 
                   

   
        

13. Θεσξνχκε ηελ εμίζσζε                κε ξίδεο                       .  

Να δείμεηε φηη:     
   

    
 

 
 

14. Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο κε ηχπνπο                          . 

Να βξείηε ην     
   

               

 
 

15. Αλ          
    

 
              

    
   

 

 
 , λα δείμεηε φηη ε γξαθηθή ηεο παξάζηαζε παξηζηάλεη 

επζεία, ε νπνία είλαη δηάκεζνο ηνπ ηξηγψλνπ ΑΒΓ κε θνξπθέο Α(1,-1), Β(1,1) θαη Γ(3,5). 

16. Γίλεηαη ζπλάξηεζε κε ηχπν       
    

       
 . Να νξίζεηε ηνπο πξαγκαηηθνχο αξηζκνχο  α, β, ψζηε: 

   
    

                      
    

        

17. Να δείμεηε φηη:    
    

             

    
             

    

          

    
 

18. i) Να απνδείμεηε φηη ε ζπλάξηεζε  g  κε πεδίν νξηζκνχ  Α = [1,3]  θαη ζχλνιν ηηκψλ  g(Α) = (3,6)  

δελ είλαη ζπλερήο 

ii) Να απνδείμεηε φηη ε κε ζηαζεξή ζπλάξηεζε         δελ είλαη ζπλερήο 

19. Αλ ζε κηα πεξηνρή ηνπ  0 (κεδελφο) ηζρχεη                      λα δείμεηε φηη         

20. i) Αλ    
    

          
    

 
              

    
 
        , 

 ηφηε λα απνδείμεηε φηη    
    

             

ii) Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο  h, f, g  κε h(x) = f(x) g(x). Αλ ε  h  είλαη ζπλερήο ζην    κε         

θαη ε  f  δελ είλαη ζπλερήο ζην   , λα απνδείμεηε φηη θαη ε  g  δελ είλαη ζπλερήο ζην     
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21. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε                 Αλ γηα θάζε                               
        

 
 ,  

ηφηε λα απνδείμεηε φηη: 

α)  ε  f  είλαη ζπλερήο 

β)  ε ζπλάξηεζε κε ηχπν  g(x) = f(x) – x  είλαη γλήζηα θζίλνπζα ζην δηάζηεκα [α, β] 

γ)  ε εμίζσζε  f(x) = x  έρεη κνλαδηθή ιχζε ζην  [α, β] 

22. Γίλεηαη ζπλάξηεζε κε                                                         

Αλ ην     
   

 
    

 
                      

   
 
         

   
 

23. Αλ                       ηφηε λα βξείηε ην     
   

 
         

      
 

24. i)  Αλ     
   

                                    
   

         

ii) Έζησ                      θνληά ζην 0 (κεδέλ) θαη     
   

               .  

Να απνδείμεηε φηη     
   

         
   

        

iii) Έζησ               θνληά ζην 0 (κεδέλ) θαη     
   

             . 

Να απνδείμεηε φηη     
   

         
   

        

25. Έζησ     
    

 
    

 
             

    
              

 Να βξείηε ηνλ πξαγκαηηθφ αξηζκφ  κ, ψζηε:      
    

 
          

           
   

26. Έζησ     
    

 
      

   
         

    
 
    

 
              

    

            

         
   . Να βξείηε ην     

27. Να βξείηε ηα φξηα: 

i)    
    

 
    

 

 

    
 ,     ii)    

    
 

    
 

 

       
 ,     iii)    

    

           

    
 ,   iv)    

    
          

v)    
    

 
      

       
 ,     vi)    

    
 

    
 

 

        
 ,     vii)    

    
     

 

 
   

 

 
     

   

 
  

28. Έζησ     
    

                          
    

               . 

 Να βξείηε ηα φξηα:    i)    
    

           θαη     ii)    
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29. Να ππνινγίζεηε ηα φξηα: 

i)    
    

 
         

         
 ,                   ii)    

    
 
           

           
  

iii)    
    

 
        

        
      ,     iv)    

    

         

     
              

30. Να ππνινγίζεηε ην     
    

                           

31. Γηα ηηο ζπλαξηήζεηο  f, g  ηζρχνπλ:                                      
   

       . 

Να βξείηε ηα φξηα:         
   

                   
   

         

   
 

32. Γηα ηηο ζπλαξηήζεηο         ηζρχνπλ:     
   

                          
   

             . 

Να απνδείμεηε φηη     
   

         
   

        

33. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε        κε ηελ ηδηφηεηα                                  

Αλ ην     
   

 
         

 
     λα απνδείμεηε φηη ηζνχηαη κε 1(κνλάδα) 

34. Έζησ ζπλάξηεζε κε                                      

Αλ     
   

 
    

 
    λα απνδείμεηε φηη      

   
 
         

   
            

35. Αλ                           λα απνδείμεηε φηη     
   

         

36. Αλ     
   

 
         

   
    λα ππνινγίζεηε ην     

   
 
             

 
 

37. Αλ     
   

 
    

 
    λα ππνινγίζεηε ην      

   
 
                 

        
 

38. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε κε         
       

  
  . Να βξείηε ην     

   
      

39. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε    κε                . Αλ ε ζπλάξηεζε είλαη ζπλερήο ζην  x = 0, λα 

απνδείμεηε φηη         

40. Γίλεηαη ζπλάξηεζε   , ζπλερήο ζην     , γηα ηελ νπνία ηζρχεη 

                        . Να απνδείμεηε φηη          
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ΔΝΟΣΗΣΑ 3η:   

ΒΑ΢ΙΚΑ ΘΔΧΡΗΜΑΣΑ ΢ΤΝΔΥΧΝ ΢ΤΝΑΡΣΗ΢ΔΧΝ 

 

Α.  ΘΔΧΡΗΜΑ  ΣΟΤ  BOLZANO: 

 

 ΢πλάξηεζε f  ζπλερήο ζε δηάζηεκα  [α, β] 

 0)()(  faf  

Σφηε ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ ),(0 ax  , ηέηνην ψζηε  0)( 0 xf  

 

΢ρφιην 1: Σφηε ε εμίζσζε 0)( xf  έρεη κία ηνπιάρηζηνλ ιχζε ζην δηάζηεκα (α, β) 

΢ρφιην 2: Σφηε ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f  ηέκλεη ηνλ άμνλα ησλ ρ΄ρ ζε έλα ηνπιάρηζηνλ       

                ζεκείν. 

 

ΑΝΣΙΠΡΟ΢ΧΠΔΤΣΙΚΔ΢  Α΢ΚΗ΢ΔΙ΢  ΢ΣΟ   Θ. BOLZANO 

 

 

1
η
  ΜΟΡΦΗ 

[ εύξεζε ξίδαο εμίζωζεο ζε αλνηθηό δηάζηεκα ] 
 

Παξάδεηγκα 1
ν
  

 

Να δείμεηε φηη ε εμίζσζε 1)1( 1  xex  έρεη κία ηνπιάρηζηνλ ιχζε ζην δηάζηεκα  (-1, 0). 

ΛΤ΢Η 

Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε κε ηχπν 1)1()( 1  xexxf , ε νπνία είλαη ζπλερήο ζην δηάζηεκα  

[-1, 0], κε 01)0(  ef  ,  01)1( f . Δπνκέλσο  0)1()0(  ff , νπφηε ηθαλνπνηνχληαη νη 

πξνυπνζέζεηο ηνπ ζ. Bolzano. Άξα ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ  0,10 x  ηέηνην ψζηε 0)( 0 xf , δειαδή 

    11011
1

0

1

0
00 
 xx

exex . 

 

 

Παξάδεηγκα 2
ν
  

Να δείμεηε φηη ε εμίζσζε  0
21 42











x

x

ax

x
  έρεη κία ηνπιάρηζηνλ ιχζε ζην δηάζηεκα (α, β). 

ΛΤ΢Η 

Γηα λα νξίδεηαη ε εμίζσζε πξέπεη ax   θαη  x , νπφηε κεηαζρεκαηίδεηαη ζηελ ηζνδχλακή ηεο  

      021 42  xaxxx    (1). 

Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε      21)( 42  xaxxxxf  , ε νπνία είλαη νξηζκέλε θαη ζπλερήο ζην 

δηάζηεκα [α, β], κε    1)( 2  aaaf     θαη     2)( 4   af . 

Δπνκέλσο       021)()( 422
  aafaf   θαη ζχκθσλα κε ην ζ. Bolzano  ππάξρεη κία 

ηνπιάρηζηνλ ιχζε ηεο εμίζσζεο  (1) ζην αλνηθηφ δηάζηεκα (α, β), ε νπνία είλαη επηηξεπηή ιχζε ηεο αξρηθήο 

εμίζσζεο. 

 

Παξάδεηγκα 3
ν
  

Να δείμεηε φηη ε εμίζσζε xxxx  2  έρεη δχν ηνπιάρηζηνλ ξίδεο ζην δηάζηεκα (-π, π) 

Τπφδεημε: 

Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε  2)( xxxxxf     θαη εθαξκφδνπκε δχν θνξέο ην ζεψξεκα Bolzano  

ζηα  θιεηζηά δηαζηήκαηα  [-π, 0] θαη [0, π] αληίζηνηρα  (βι. 1
ν
 παξάδεηγκα). 
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Έηζη ζπκπεξαίλνπκε φηη ε εμίζσζε έρεη δχν ηνπιάρηζηνλ ξίδεο, κία ζην (-π, 0) θαη κία ζην (0, π). 
 

Παξάδεηγκα 4
ν
  

 

Να δείμεηε φηη ε εμίζσζε   0121 1  xx  έρεη κία ηνπιάρηζηνλ ιχζε. 

ΛΤ΢Η 

 

« Όηαλ δελ έρνπκε θιεηζηό δηάζηεκα ζην νπνίν λα αλήθεη ε ξίδα, κπνξνύκε λα εξγαζζνύκε ωο εμήο: » 
 

 Θεσξνχκε ζπλάξηεζε     xxxf x ,121)( 1 . Γνθηκάδνπκε δηάθνξα  ρ  κε ζθνπφ λα 

πξνθχςνπλ δχν ηηκέο εηεξφζεκεο. Έηζη παξαηεξνχκε φηη 01)1( f  θαη 01)0( f . 

Δπνκέλσο αθνχ ε ζπλάξηεζε είλαη ζπλερήο ζην [-1, 0], ζχκθσλα κε ην Θ. Bolzano  ε εμίζσζε έρεη κία 

ηνπιάρηζηνλ ιχζε. 

 

΢ρφιην:  Σν ζέκα απηφ αληηκεησπίδεηαη επίζεο κε ηε βνήζεηα ηνπ Θεσξήκαηνο Δλδηακέζσλ  

              Σηκψλ  (βι. παξαθάησ). 

 

2
η
  ΜΟΡΦΗ 

[ εύξεζε ξίδαο εμίζωζεο ζε θιεηζηό δηάζηεκα ] 
Παξάδεηγκα 

 

Έζησ νη ζπλερείο ζπλαξηήζεηο  f : [α, β] [α, β]  θαη  g : [α, β] [α, β]  κε g (α) = α , g (β) = β. Να δείμεηε 

φηη ε εμίζσζε  f (x) = g (x)  έρεη κία ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην δηάζηεκα  [α, β]. 

ΛΤ΢Η 

 

Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε  h(x) = f (x) – g (x)  ε νπνία είλαη ζπλερήο ζην [α, β]  σο δηαθνξά ζπλερψλ 

ζπλαξηήζεσλ, κε: 

              h(α) = f (α) – g (α) = f (α) – α  ,   h (β) = f (β) – g (β) = f (β) – β    

 

Δπεηδή φκσο ηζρχνπλ:   
0)(0)()(

0)(0)()(









hffa

ahaafafa
  , έρνπκε 0)()( hah . 

Γηαθξίλνπκε ηηο πεξηπηψζεηο: 

η)  αλ  h (α) h (β) < 0, ζχκθσλα κε ην Θ. Bolzano  ε εμίζσζε  h (x) = 0  έρεη κία ηνπιάρηζηνλ     

     ξίδα ζην δηάζηεκα  (α, β). 

ηη) αλ  h (α) h (β) = 0,  ηφηε  h (α) = 0   ή   h (β) = 0 .Γειαδή ε εμίζσζε  h (x) = 0  έρεη ιχζε ην  

     α  ή  ην β. 

Δπνκέλσο ε εμίζσζε h (x) = 0, άξα θαη ε ηζνδχλακή ηεο f (x) = g (x)  έρεη κία ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην θιεηζηφ 

δηάζηεκα  [α, β]. 

 

 

3
η 

 ΜΟΡΦΗ 

[ ζεωξεηηθέο αζθήζεηο ] 
 

Παξάδεηγκα  1
ν
  

 

Αλ ε ζπλάξηεζε  f  είλαη ζπλερήο ζην [α, β]  θαη  0)( xf  γηα θάζε  ρ  ζην [α, β], ηφηε λα δείμεηε φηη ε 

ζπλάξηεζε δηαηεξεί ζηαζεξφ πξφζεκν. 

ΛΤ΢Η 

 

Τπνζέηνπκε φηη ε ζπλάξηεζε δελ δηαηεξεί ζηαζεξφ ην πξφζεκφ ηεο ζην [α, β]. Σφηε ζα ππάξρνπλ  

],[, 21  a  ηέηνηα ψζηε  0)(,0)( 21   ff , δειαδή  0)()( 21  ff . Έζησ φηη 21   . Αθνχ ε  f  
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είλαη ζπλερήο ζην δηάζηεκα      ,, 21 a , ζχκθσλα κε ην Θ. Bolzano ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ  

 21 ,  , ηέηνην ψζηε f (μ) = 0. Απηφ φκσο δελ κπνξεί λα ζπκβεί, δηφηη 0)( xf  γηα θάζε  x ζην [α, β]. 

Δπνκέλσο ε  f  δηαηεξεί ζηαζεξφ πξφζεκν. 

 

 

Παξάδεηγκα  2
ν
  

Έζησ ζπλάξηεζε  f  ζπλερήο ζην [α, β] κε .
3

2
)( 







 


a
faf  Να δείμεηε φηη ππάξρεη   ,a  ηέηνην 

ψζηε   






 


3

a
ff


 . 

ΛΤ΢Η 

 

Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε  






 


3
)()(

a
xfxfxg


. Η  g  είλαη ζπλερήο ζην δηάζηεκα  







 

3

2
,

a
a  σο 

δηαθνξά ζπλερψλ ζπλαξηήζεσλ κε: 








 








 







 
 

3

2

3

2

3

2
)()(

.   a
f

a
f

a
fafag   θαη  

.
3

2

3

2

3

2







 








 








   a
f

a
f

a
g  

Δπνκέλσο  0
3

2

3

2

3

2
)(

2
















 








 








   a
f

a
f

a
gag  

Έηζη αλ ην γηλφκελν είλαη αξλεηηθφ, ζχκθσλα κε ην Θ. Bolzano ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ 

 


 ,
3

2
, a
a

a 






 
   ψζηε g (μ) = 0. 

Αλ  g (α) = 0  ή  0
3

2








  a
g  ηφηε νη αξηζκνί πνπ ηθαλνπνηνχλ ηελ ηζφηεηα είλαη αληίζηνηρα  

ην  α  θαη ην  .
3

2 a
 

 

 

4
η 

 ΜΟΡΦΗ 

[ πξνβιήκαηα ] 
 

Παξάδεηγκα 

 

Έλαο νξεηβάηεο βξίζθεηαη ζηνπο πξφπνδεο ελφο βνπλνχ ζηηο  7 π.κ. θαη θζάλεη ζηελ θνξπθή ζηηο  3 κ.κ. Σν 

επφκελν πξσί μεθηλά ηελ θαηάβαζε ζηηο  7 π.κ. θαη θζάλεη ζηνπο πξφπνδεο κεηά απφ 8 ψξεο. Να απνδείμεηε 

φηη ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ ζεκείν, ζην νπνίν ν νξεηβάηεο βξηζθφηαλ ηελ ίδηα ψξα θαη ηηο δχν εκέξεο. 

ΛΤ΢Η 

 

Έζησ f (t) θαη g (t) νη ζπλαξηήζεηο πνπ δίλνπλ ηελ απφζηαζε  (ζέζε) ηνπ νξεηβάηε απφ ην ζεκείν 

εθθίλεζεο, θαηά ηελ αλάβαζε θαη θαηάβαζε αληίζηνηρα. Δπίζεο  t[7, 15] θαη  s  ην ζπλνιηθφ κήθνο ηεο 

δηαδξνκήο. 

Έηζη έρνπκε:    f (7) = 0,  f (15) = s   θαη  g (7) = s,  g (15) = 0. 

Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε  h (t) = f (t) – g (t),  t[7, 15]. Η  h  είλαη ζπλερήο κε h (7) = – s θαη  h (15) = s. 

Δπνκέλσο  h (7) h (15) = 02  s   θαη ζχκθσλα κε ην Θ. Bolzano ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ  15,70 t  

ηέηνην ψζηε      000 0 tgtfth  , δειαδή ην δεηνχκελν. 
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5
η
  ΜΟΡΦΗ 

[ εύξεζε ηνπ πξόζεκνπ ζπλαξηήζεωλ ] 
 

Δθαξκνγέο 

 

Να βξεζεί ην πξφζεκν ησλ παξαθάησ ζπλαξηήζεσλ: 

 

1. xxf 21)(  ,    2,0x  

 

2. xxxg  )( ,   x  

 

3. xxxh  22)(  ,    2,0x  

 

 

΢ρφιην:  Η γλψζε ηνπ πξφζεκνπ κηαο ζπλάξηεζεο είλαη ηδηαίηεξα ρξήζηκε ζηε κειέηε  

              κνλνηνλίαο θαη θπξηφηεηάο ηεο. 

 

 

 

Β.  ΘΔΧΡΗΜΑ  ΔΝΓΙΑΜΔ΢ΧΝ  ΣΙΜΧΝ: 

 

 ΢πλάξηεζε f  ζπλερήο ζε δηάζηεκα  [α, β] 

  )()( faf   

Σφηε γηα θάζε  ε  πνπ αλήθεη κεηαμχ ησλ ηηκψλ )(af  θαη )(f , ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ 

 ,0 ax   έηζη ψζηε   0xf  

Γειαδή, ε ζπλάξηεζε παίξλεη φιεο ηηο ελδηάκεζεο ηηκέο κεηαμχ ησλ ).(),( faf  

 

΢ρφιην 1: Σν  Θ.Δ.Σ. ζε ζπλδπαζκφ κε ηε κνλνηνλία ηεο ζπλάξηεζεο, καο επηηξέπεη λα βξνχκε  

                ην ΢χλνιν Σηκψλ ηεο ζπλάξηεζεο. Έηζη: 

                η)  αλ  f  γλήζηα αχμνπζα, ην ΢.Σ. είλαη ην δηάζηεκα   )(),( faf  

                ηη) αλ f  γλήζηα θζίλνπζα, ην ΢.Σ. είλαη ην δηάζηεκα  )(),( aff   

΢ρφιην 2: Μπνξνχκε λα γεληθεχζνπκε ην πξνεγνχκελν ζρφιην θαη ζηηο πεξηπηψζεηο, ζηηο νπνίεο  

                θάπνην απφ ηα άθξα ηνπ Πεδίνπ Οξηζκνχ είλαη αλνηθηφ, κε ηε βνήζεηα νξίσλ. Δπίζεο  

                θαη ζε έλσζε δηαζηεκάησλ. 

΢ρφιην 3: Με ηε βνήζεηα ηνπ ΢.Σ. κπνξνχκε λα βξνχκε αλ ε ζπλάξηεζε έρεη αθξφηαηα. 

 

 

ΑΝΣΙΠΡΟ΢ΧΠΔΤΣΙΚΔ΢  Α΢ΚΗ΢ΔΙ΢  ΢ΣΟ  Θ.Δ.Σ. 

 

1
η
  ΜΟΡΦΗ 

[ έιεγρνο αλ ππάξρεη θάπνηα ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο ] 
 

Παξάδεηγκα 1
ν
  

 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε κε ηχπν    .5,5,8
25

)(
3

 xx
x

xf  Να εμεηάζεηε αλ ππάξρεη  5,50 x  έηζη 

ψζηε  
2

11
0 xf . 

ΛΤ΢Η 
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Η ζπλάξηεζε είλαη ζπλερήο σο άζξνηζκα ζπλερψλ ζπλαξηήζεσλ, κε 3)5( f  θαη .13)5( f  

Δπεηδή ην  11/2  πεξηέρεηαη κεηαμχ ησλ ηηκψλ απηψλ, ζχκθσλα κε ην Θ.Δ.Σ., ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ 

 5,50 x   έηζη ψζηε  .
2

11
)( 0 xf  

΢ρφιην: Η άζθεζε κπνξεί επίζεο λα αληηκεησπηζζεί κε ηε βνήζεηα ηνπ Θ. Bolzano, γηα ηε    

ζπλάξηεζε κε ηχπν 
2

11
)()(  xfxg   ζην ίδην δηάζηεκα. 

 

Παξάδεηγκα 2
ν
  

 

Γίλεηαη ζπλάξηεζε f  ζπλερήο ζην [α, β], γλήζηα θζίλνπζα θαη 321 ,, xxx [α, β]. Να δείμεηε φηη ππάξρεη 

0x (α, β)  έηζη ψζηε   
     

3

321

0

xfxfxf
xf


 . 

ΛΤ΢Η 

 

Η ζπλάξηεζε είλαη ζπλερήο ζην [α, β] θαη γλήζηα θζίλνπζα, άξα ).()( aff   Γειαδή 

)()( faf  , επνκέλσο ηζρχεη ην Θ.Δ.Σ. θαη επηπιένλ ην ΢.Σ. ηεο ζπλάξηεζεο είλαη ην θιεηζηφ δηάζηεκα 

 .)(),( aff  . Έηζη έρνπκε: 

                                   

 
 
  )()()(,

)()()(,

)()()(,

33

22

11

afxffax

afxffax

afxffax













 

 

Αζξνίδνληαο θαηά κέιε:     
)(

3

)()()(
)(

)(3)()()()(3

321

321

af
xfxfxf

f

afxfxfxff












 

Γειαδή ε ηηκή  
3

)()()( 321 xfxfxf 
   αλήθεη ζην ΢χλνιν Σηκψλ ηεο ζπλάξηεζεο, επνκέλσο ζχκθσλα 

κε ην Θ.Δ.Σ. ππάξρεη έλα  0x (α, β)  έηζη ψζηε  .)( 0 xf  

 

 

Παξάδεηγκα 3
ν
  

 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f : [0,1] Q  ( ζχλνιν ησλ Ρεηψλ ), ζπλερήο κε .
8

5

8

5









f  Να δείμεηε φηη  

8

5
)( xf   

γηα θάζε  x [0,1]. 

ΛΤ΢Η 

 

 Τπνζέηνπκε φηη ε ζπλάξηεζε δελ είλαη ζηαζεξή, επνκέλσο ζα ππάξρνπλ δχν ηνπιάρηζηνλ  

δηαθνξεηηθέο ηηκέο  21 , xx [0,1]  κε  ).()( 21 xfxf   Έηζη αθνχ ε ζπλάξηεζε είλαη ζπλερήο ζην  21 , xx

[0,1], ζχκθσλα κε ην Θ.Δ.Σ. ζα παίξλεη φιεο ηηο ηηκέο κεηαμχ ησλ ).(),( 21 xfxf  Άξα    Qxfxf )(),( 21    ( 

ή    Qxfxf )(),( 12  ),  θάηη πνπ είλαη άηνπν, δηφηη ζε θάζε δηάζηεκα κε άθξα πξαγκαηηθνχο αξηζκνχο, 

πεξηέρεηαη άξξεηνο αξηζκφο. 

Δπνκέλσο ε ζπλάξηεζε είλαη ζηαζεξή θαη επεηδή κία ηηκή ηεο είλαη ην 5/8, ζα είλαη  
8

5
)( xf  γηα θάζε  x

[0,1]. 
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2
η
  ΜΟΡΦΗ 

[ εύξεζε ξίδαο εμίζωζεο κε ηε βνήζεηα ηνπ ΢πλόινπ Σηκώλ ] 
 

Παξάδεηγκα 

 

Να δείμεηε φηη ε εμίζσζε  lnx +α x = 0,  κε  α > 0  έρεη κία ηνπιάρηζηνλ ξίδα. 

ΛΤ΢Η 

 

 Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε κε ηχπν  f (x) = lnx + α x,  x > 0   ε νπνία είλαη ζπλερήο σο άζξνηζκα 

ζπλερψλ ζπλαξηήζεσλ. Αξρηθά  ειέγρνπκε ηε κνλνηνλία ηεο ζπλάξηεζεο (*). 

Έζησ    ,0, 21 xx  κε  21 xx  . Σφηε επεηδή ε ζπλάξηεζε g (x) = lnx  είλαη γλήζηα αχμνπζα, έρνπκε: 

21 lnln xx   (1). Δπίζεο επεηδή  α > 0, έρνπκε:  21 xaxa   (2). 

Αζξνίδνληαο θαηά κέιε ηηο ζρέζεηο  (1) θαη (2) : )()(lnln 212211 xfxfxaxxax  . Δπνκέλσο ε 

ζπλάξηεζε  f  είλαη γλήζηα αχμνπζα ζην Πεδίν Οξηζκνχ ηεο. 

΢ηε ζπλέρεηα βξίζθνπκε ηηο νξηαθέο ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο, ζηα άθξα ηνπ Πεδίνπ Οξηζκνχ ηεο. Έηζη έρνπκε:  

  
 

xaxxf
xx

lnlim)(lim
00

  θαη  


)(lim xf
x

. 

Δπνκέλσο βξέζεθε ην ΢χλνιν Σηκψλ ηεο ζπλάξηεζεο, πνπ είλαη ην δηάζηεκα    , , δειαδή ην ζχλνιν  

R. 

Δπεηδή ν αξηζκφο  0  αλήθεη ζην ΢.Σ. ηεο ζπλάξηεζεο, ζχκθσλα κε ην Θ.Δ.Σ  ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ 

  ,00x  έηζη ψζηε 0)( 0 xf , δειαδή ε εμίζσζε  lnx + α x = 0  έρεη κία ηνπιάρηζηνλ ξίδα ην .0x  

 

(*) ΢ρφιην:  ΢ηε ζπλέρεηα  ε κνλνηνλία ζα ειέγρεηαη κε ηε βνήζεηα ηεο παξαγψγνπ. 

 

ΠΑΡΑΣΗΡΗ΢Η: Με ηε βνήζεηα ηεο κνλνηνλίαο εμαζθαιίδνπκε επίζεο, ηε κνλαδηθφηεηα ησλ ξηδψλ κηαο 

εμίζσζεο, ζηα αληίζηνηρα δηαζηήκαηα. Έηζη αλ κηα ζπλάξηεζε είλαη γλήζηα κνλφηνλε ζε έλα δηάζηεκα, ηφηε 

εθεί ζα έρεη κία ην πνιχ ξίδα. 

 

 Όζνλ αθνξά ζηε πξνεγνχκελε άζθεζε, ε ξίδα πνπ βξήθακε είλαη κνλαδηθή, δηφηη ε  f  είλαη γλήζηα 

αχμνπζα ζην  .,0   

 

 

Γ.  ΘΔΧΡΗΜΑ  ΜΔΓΙ΢ΣΗ΢  ΚΑΙ  ΔΛΑΥΙ΢ΣΗ΢  ΣΙΜΗ΢: 

  

Αλ κηα ζπλάξηεζε f  είλαη ζπλερήο ζην [α, β], ηφηε ππάξρνπλ 21 , xx [α, β],  έηζη ψζηε αλ  

)( 1xfm   θαη  )( 2xfM   λα ηζρχεη: Mxfm  )(  γηα θάζε x [α, β] 

Γειαδή, ε ζπλάξηεζε παίξλεη ζην [α, β] κία κέγηζηε ηηκή  Μ  θαη κία ειάρηζηε ηηκή  m. 

 

ΑΝΣΙΠΡΟ΢ΧΠΔΤΣΙΚΔ΢  Α΢ΚΗ΢ΔΙ΢  ΢ΣΟ  ΘΔΧΡΗΜΑ 

 

Παξάδεηγκα 

 

Γίδεηαη ζπλάξηεζε  f  ζπλερήο ζην [α, β]. Να δείμεηε φηη ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ έλα 0x (α, β), έηζη ψζηε 

6

)(3
2

2)(

)( 0




f
a

faf

xf








 


  

ΛΤ΢Η 
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« Σν παξάδεηγκα απηό δε ιύλεηαη κε ην Θ.Δ.Σ., δηόηη δε κπνξνύκε λα δείμνπκε όηη ε ηηκή πνπ καο δίδεηαη, 
αλήθεη κεηαμύ ησλ  f (α ) θαη f (β ). Δπίζεο δε μέξνπκε ηίπνηα γηα ηε κνλνηνλία ηεο ζπλάξηεζεο.» 

 Αθνχ ε ζπλάξηεζε είλαη ζπλερήο, ηθαλνπνηείηαη ην ζεψξεκα  Μέγηζηεο  (M)  θαη Διάρηζηεο  (m)  

ηηκήο,  άξα γηα θάζε  x [α, β] ηζρχεη:  .)( Mxfm  Οπφηε:     

 

   Δπεηδή      

 

 

  MfmMfma

M
a

fmM
a

fma
a

Mafmaa

3)(33)(,

2
2

22
2

,
2

)(,










 








 















 

Αζξνίδνληαο θαηά κέιε ηηο ηξεηο ζρέζεηο πξνθχπηεη φηη: 

M

f
a

faf

mMf
a

fafm 








 









 


6

)(3
2

2)(

6)(3
2

2)(6







. 

Έηζη ζχκθσλα κε ην Θ.Δ.Σ. φπσο απηφ δηακνξθψλεηαη κε ηε βνήζεηα ηνπ Θ. Μέγηζηεο – Διάρηζηεο ηηκήο, 

ζα ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ 0x (α, β): 

                                
6

)(3
2

2)(

)( 0




f
a

faf

xf








 


 . 

 

Δθαξκνγή: 

Αλ  f  ζπλάξηεζε ζπλερήο ζην [α, β] κε )()( faf  , λα δείμεηε φηη ππάξρεη 0x (α, β): 

   .
5

)(3)(2
)( 0

faf
xf


  

 

 

ΛΤΜΔΝΔ΢  Α΢ΚΗ΢ΔΙ΢ 

 

1. Έζησ ζπλάξηεζε  f,  κε 01

2

2

3

3

4

4

5

5)( axaxaxaxaxaxf  ,  κε ,00 a  

0012345  aaaaaa   θαη  .02345 12345  aaaaa  Να δείμεηε φηη ε εμίζσζε    

f (x) = 0  έρεη κία ηνπιάρηζηνλ ιχζε ζην δηάζηεκα  (0, 1). 

ΛΤ΢Η 

 

Παξαηεξνχκε φηη f (1) = 0, δειαδή ην  1  είλαη ξίδα ηεο εμίζσζεο  f (x) = 0. Με ηε βνήζεηα ηνπ 

ζρήκαηνο Horner, έρνπκε: 

          515432

2

543

3

54

4

51)( aaxaaaaxaaaxaaxaxxf  

  )(1)( xgxxf  ,  φπνπ g (x)  ε πνιπσλπκηθή ζπλάξηεζε πνπ εκθαλίδεηαη κέζα ζηελ αγθχιε. Η  g  

είλαη ζπλερήο ζην δηάζηεκα  [0, 1] σο πνιπσλπκηθή κε   00 0  ag  θαη 

  .023451 12345  aaaaag  

Δπνκέλσο ζχκθσλα κε ην Θ. Bolzano, ππάξρεη κία ηνπιάρηζηνλ ξίδα ηεο ζπλάξηεζεο g (x), άξα  θαη ηεο  

f (x),  ζην δηάζηεκα  (0, 1). 

 

 

2. Έζησ ε ζπλερήο ζπλάξηεζε  f: [α, β] R   θαη νη κηγαδηθνί αξηζκνί  z = α + β i, ),(1 aifaz    

).(2  ifz    Αλ ηζρχεη ε ζρέζε                               ,  

ηφηε λα απνδείμεηε φηη ε    ,  έρεη έλα ηνπιάρηζηνλ θνηλφ ζεκείν κε ηνλ x΄x. 

 

ΛΤ΢Η 
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Ιζρχνπλ:  iaaz   2222 ,    iaaz   2222 ,    22  azz , 

    ifaaffafazz  )()()()(21  , νπφηε ε ηζφηεηα ηεο ππφζεζεο γίλεηαη: 

     )()(3)()(4443 2222  fafaaafafaiaiia  

  ,0)()(
2
  afaf  δηφηη α < β. Δπνκέλσο ε ζπλάξηεζε  f  ηθαλνπνηεί ην Θ. Bolzano, δειαδή 

ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ 0x (α, β) ηέηνην ψζηε 0)( 0 xf , πνπ είλαη ην δεηνχκελν. 

 

 

Α΢ΚΗ΢ΔΙ΢ 

 

1. Να δείμεηε φηη ε εμίζσζε  εκx = 2 ζπλx  έρεη κία ηνπιάρηζηνλ ιχζε ζην δηάζηεκα  (0, π/2). 

 

2. Αλ ε ζπλάξηεζε  f: [0, 1](0, 1)  είλαη ζπλερήο, λα δείμεηε φηη ε εμίζσζε  f (x) = x  έρεη ξίδα ζην 

δηάζηεκα  (0, 1). 

3. Να δείμεηε φηη ππάξρεη  







 


 ,

2
:  ζπλ μ = – εκ μ . 

4. Να δείμεηε φηη ε εμίζσζε  0
34





 







x

x

x

x
 έρεη ηνπιάρηζηνλ κία πξαγκαηηθή ξίδα ζην δηάζηεκα  

.
3
,
4








 
 

5. Να δείμεηε φηη ε εμίζσζε  0142 3  xx  έρεη κία ηνπιάρηζηνλ αξλεηηθή ξίδα. 

 

6. Να δείμεηε φηη ε εμίζσζε  023  xax  κε β > 0  θαη  α + β +1 < 0,  έρεη δχν ηνπιάρηζηνλ ξίδεο 

ζην δηάζηεκα   (–1, 1). 

 

7. Αλ  α < β < γ  λα δείμεηε φηη ε εμίζσζε  0
111








  xxax

 έρεη δχν κφλν ξίδεο  

21 ,  , ηέηνηεο ψζηε  .21  a  

 

8. Να δείμεηε φηη γηα θάζε πξαγκαηηθφ αξηζκφ  α ,  ε εμίζσζε  εκ x – εκ α = π/2 – x  έρεη κία ηνπιάρηζηνλ 

ξίδα ζην δηάζηεκα  (0, π/2). 

 

9. Να δείμεηε φηη ε εμίζσζε   0,22  aaxxa   έρεη ξίδα ζην δηάζηεκα  (– 1 ,1)  νκφζεκε ηνπ  α. 

 

10. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f κε ηχπν   .4,4,7)(
16

)(
3

 xx
x

xf   Να εμεηάζεηε αλ ε ζπλάξηεζε 

παίξλεη ηελ ηηκή  7/2. 

 

11. Θεσξνχκε ηε ζπλερή ζπλάξηεζε  f: [0,1] [0,1]. Να δείμεηε φηη ππάξρεη 0x [0,1] ηέηνην ψζηε  

00 )( xxf  . 

 

12. Γίλεηαη ε εμίζσζε  .033  xx Να δείμεηε φηη έρεη κία κφλν ξίδα ζην δηάζηεκα  (1, 3). 

 

13. Έζησ  α, β  πξαγκαηηθνί αξηζκνί κε α < β. Να δείμεηε φηη γηα θάζε  γ(α, β), ππάξρεη   

μ(0,1)  ηέηνην ψζηε  γ = μ β + (1 – μ )α. 
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14. Γίλεηαη ε ζπλερήο ζπλάξηεζε  f: [α, β]   θαη ι, κ >0. 

Να δείμεηε φηη ππάξρεη  γ[α, β] ηέηνην ψζηε  ι f (α ) + κ f (β ) = ( ι + κ )f (γ ),  φηαλ  f (α ) f (β ). 

 

15. Αλ ε ζπλάξηεζε  f είλαη ζπλερήο ζην [α, β] θαη f (α ) 0 , λα δείμεηε φηη ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ  

 μ(α, β) ηέηνην ψζηε  
a

faf

a

f






 





 )()()(
 

 

16. Να δείμεηε φηη ε εμίζσζε          011 22   xaxxx  κε  α < β  θαη θ, ι *N  έρεη κία 

ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην δηάζηεκα  (α, β). 

 

17. Αλ  f, g  δχν ζπλαξηήζεηο νξηζκέλεο θαη ζπλερείο ζην [0, 1], ηέηνηεο ψζηε  f (0) = g (1), 

f (1) = g (0)  θαη  g (0)  g (1), λα δείμεηε φηη ππάξρεη 0x  (0, 1):  ).()( 00 xgxf   

 

18. Γίλεηαη ε ζπλερήο ζπλάξηεζε  f: [–α, α ] [ –α, α ] κε  α > 0. Να δείμεηε φηη ππάξρεη   aa,1    

ηέηνην ψζηε    11  f , θαη φηη ππάξρεη   aa,2    ηέηνην ψζηε    .22  f  

 

19. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε κε f (x) = εκ x + x ,  x .
2
,0 











 Να δείμεηε φηη παίξλεη ηηκέο  κε αξλεηηθέο. 

 

20. Θεσξνχκε ηε ζπλερή ζπλάξηεζε  f: [0, 2π ]   κε  f (0) = f (2π ). Να δείμεηε φηη ππάξρεη έλα 

ηνπιάρηζηνλ  μ(0, 2π ):  f ( μ ) = f ( μ + π ),   f (0 ) f (π ). 

 

21. Γηα πνηεο ηηκέο ηνπ πξαγκαηηθνχ αξηζκνχ  α , ε εμίζσζε  033  axx  έρεη ξίδα ζην δηάζηεκα  

 (–1, 1); 

 

22. Αλ ε ζπλάξηεζε  f  είλαη ζπλερήο θαη γηα θάζε x  ηζρχεη φηη  f ( x + 1) = – f ( x ), λα δείμεηε φηη γηα 

θάζε a  ππάξρεη  μ  1,  aa  ηέηνην ψζηε:  f ( μ + 1 ) = f ( μ ). 

 

23. Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο    xxxf 2)(   θαη    xxxg 2)( , κε  f (α ) = g (β ) = 0.  

Να δείμεηε φηη ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ  γ[α, β] έηζη ψζηε:  3 f (γ) + g (γ) = 0. 

 

24. (*) Η ζπλάξηεζε  f  είλαη ζπλερήο ζην δηάζηεκα  [0, 3] κε  f ΄(x) > 0  γηα θάζε  .3,0x   

Αλ  0 < f (0) < 3, λα δείμεηε φηη: 

 

η) ε επζεία  ς = – x + 3  ηέκλεη ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  f  ζε έλα αθξηβψο ζεκείν κε  

   ηεηκεκέλε  .3,00 x  

 

ηη) ππάξρεη κνλαδηθφο αξηζκφο  μ  ζην δηάζηεκα  (0, 3), ηέηνηνο ψζηε λα ηζρχεη: 

                                  .
3

2

5

2

3

2

1

)(






























fff

f   

 

25. Η ζπλάξηεζε  f  είλαη ζπλερήο ζην δηάζηεκα  [1, 2]  κε .6)2( f Αλ  f (1) + f (2) = 8, λα δείμεηε φηη 

ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ  0x  (1, 2):  .)( 0

2

00 xxxf   

 

26. Έζησ ζπλάξηεζε  f  ζπλερήο ζην δηάζηεκα  [0, 1]. Αλ  0 < f (0) < f (1), λα δείμεηε φηη ππάξρεη έλα 

ηνπιάρηζηνλ  0x  (0, 1):    ).1()0(2)1()0()( 0 ffffxf   

 



Πειραματικό Γενικό Λύκειο Ευαγγελικήσ Σχολήσ Σμύρνησ                                                                                                                                       Ανάλυςη 

 

   Άλκησ Τζελέπησ                                                                                                                                                                                                                               22 

27. Έζησ  f  ζπλερήο ζην δηάζηεκα  [α, β]. 

η)  Να δείμεηε φηη  ε εμίζσζε  






xax

xf
13

)(    έρεη κία ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην    

    δηάζηεκα   (α, β). 

ηη) Να δείμεηε φηη ε εμίζσζε  
2

54
2

20042






xx

x
e x  έρεη κία ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην      

    δηάζηεκα  (–1, 2 ). 

 

28. Έζησ  f: [α, β]    ζπλερήο ζπλάξηεζε. Αλ  α, β  είλαη νη ξίδεο ηεο εμίζσζεο 

0200140003 2  xx , λα δείμεηε φηη ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ  μ[α, β]: 

       ).(2000
3

2

223

2






f

a
f

a
f

aa
fa 







 








 











 
  

 

29. Γίδεηαη ε ζπλερήο ζπλάξηεζε  f  ζην δηάζηεκα  [–π, π], έηζη ψζηε λα ηζρχεη: 

                                     .,,1
)(

2

2

2

2




 x
e

xfx
                                                                                                    

Να απνδείμεηε φηη ε ζπλάξηεζε δηαηεξεί ζηαζεξφ πξφζεκν ζην δηάζηεκα  (–π, π). 

 

30. (*) Γίλεηαη ε εμίζσζε   .4,5,01292 23  aaxxx  

Να απνδείμεηε φηη έρεη κνλαδηθή ξίδα ζην δηάζηεκα  (1, 2). 

 

31. Γίδεηαη ζπλάξηεζε  f  ζπλερήο ζην δηάζηεκα [α, β]. Αλ  321 ,, xxx [α, β] θαη  θ, ι, κ  

ζεηηθνί αθέξαηνη κε  θ + ι + κ = 2004, λα δείμεηε φηη ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ  μ  ζην δηάζηεκα  [α, β]:  

).(2004)()()( 321  fxfxfxf   

 

32. Αλ ε ζπλερήο ζην R  ζπλάξηεζε  f  είλαη γλεζίσο κνλφηνλε κε  f (10) = –1 θαη  f (7) = 2, ηφηε ε εμίζσζε  

  xxf 3   έρεη: 

Α. κία ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην δηάζηεκα  (–1, 2 ) 

Β. θακία ξίδα ζην δηάζηεκα  (–1, 2 ) 

Γ. θακία ξίδα ζην  R. 

Να επηιέμεηε ηε  ΢Χ΢ΣΗ  απάληεζε. 

 

33. (*) Γίλεηαη ζπλάξηεζε  f  ζπλερήο ζην δηάζηεκα [α, β], κε  f ΄(x) > 0 γηα θάζε x (α, β). Να δείμεηε φηη 

ππάξρεη 0x  (α, β):  .
3

2
)()(

)( 0








 







a
ffaf

xf  

 

34. Γίλεηαη ζπλερήο ζπλάξηεζε  f: [α, β]   θαη νη κε αξλεηηθνί πξαγκαηηθνί αξηζκνί  θ, ι  ψζηε 

 θ + ι = 1. Να δείμεηε φηη ππάξρεη 0x [α, β]:  ).()()( 0  fafxf   

 

35. Αλ νη ζπλαξηήζεηο  f, g  είλαη ζπλερείο ζην δηάζηεκα  [2, 3] κε f (2) < g (2) < g (3) < f (3), λα δείμεηε φηη 

ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ  μ  ζην δηάζηεκα  (2, 3 ), ηέηνην ψζηε νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ  f  θαη  g  

λα έρνπλ έλα ηνπιάρηζηνλ θνηλφ ζεκείν κε ηεηκεκέλε πνπ αλήθεη ζην δηάζηεκα  (2, 3) 

 

36. Έζησ φηη ε ζπλάξηεζε  f  είλαη ζπλερήο ζην δηάζηεκα  [0, 1] θαη φηη ηζρχεη 1)(0  xf  γηα θάζε  

x [0, 1]. Να δείμεηε φηη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο ηέκλεη ηελ επζεία ηεο δηρνηφκνπ ηεο 

πξψηεο θαη ηξίηεο γσλίαο ησλ αμφλσλ, ζε έλα ηνπιάρηζηνλ ζεκείν κε ηεηκεκέλε  0x  [0, 1]. 
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37. Γίλεηαη ζπλάξηεζε  f  κε ηχπν: 

 















 

1,11

10,
1

1
lim2

)(

2

1

2

xxe

x
h

h
ea

xf

x

h

x




  κε  α, β  αξλεηηθνχο αξηζκνχο, ζπλερήο ζην 1. 

Να δείμεηε φηη ε εμίζσζε   0223   xxax   έρεη κία ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην δηάζηεκα  (0, 1]. 

 

38. (*) Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο  f  κε f (x) = ζπλ x  θαη  g  κε  g (x) = (4 Arg (z)) x,  φπνπ z  κηγαδηθφο κε  

.
4

23

4

23























 iz  Να δείμεηε φηη ε εμίζσζε  

9
)(3

2x
xgf    έρεη κία ηνπιάρηζηνλ 

αξλεηηθή ξίδα κεγαιχηεξε ηνπ  –1 . 

 

39. Έζησ ε ζπλάξηεζε  f :   ,0  κε  2ln)( 5  xxxf . 

η)   Να βξεζεί ην ΢χλνιν Σηκψλ ηεο ζπλάξηεζεο 

ηη)  Να δείμεηε φηη ε εμίζσζε  f (x) = 0  έρεη κνλαδηθή ξίδα ζην δηάζηεκα  ,0  

ηηη) Αλ γηα ηε ζπλάξηεζε  h : ),0(  ηζρχεη φηη )(5)(3)(5 2 xfxhxh   γηα θάζε  ,,0 x  

λα δείμεηε φηη ε ζπλάξηεζε  h είλαη  “1 – 1”. 

 

40. Α). Έζησ ζπλαξηήζεηο  f, g  ζπλερείο ζην δηάζηεκα  [α, β]  κε   f (α ) = g (β )  θαη  f (β ) = g (α ).  

Να δείμεηε φηη ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ 0x  [α, β]:  ).()( 00 xgxf   

 

Β). Να απνδείμεηε φηη θάζε ρξνληθή ζηηγκή, ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ δεχγνο αληηδηακεηξηθψλ ζεκείσλ 

ηνπ ηζεκεξηλνχ ηεο γεο κε ηελ ίδηα ζεξκνθξαζία. 

( Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε ηεο ζεξκνθξαζίαο θαηά κήθνο ηνπ ηζεκεξηλνχ ηεο γεο ζπλερή ). 

 

41. Αλ  f  είλαη κία ζπλάξηεζε, ηφηε ιέγνληαο ρνξδή ηεο  f  ελλννχκε έλα επζχγξακκν ηκήκα, ηνπ νπνίνπ ηα 

άθξα αλήθνπλ ζηε γξαθηθή παξάζηαζή ηεο. Έζησ φηη ε  f  είλαη κία ζπλερήο ζπλάξηεζε κε Πεδίν 

Οξηζκνχ ην  [0, 1] θαη κε  f (0) = f (1) = 0. 

η)  Να δείμεηε φηη ππάξρεη νξηδφληηα ρνξδή ηεο  f  κε κήθνο  1/2. 

ηη) Να δείμεηε φηη ππάξρεη νξηδφληηα ρνξδή ηεο  f  κε κήθνο  1/λ, φπνπ  λ = 1, 2, 3, 4, … 

 

42. Έζησ ην ηεηξάπιεπξν  ΑΒΓΓ. Να δείμεηε φηη ππάξρεη ζεκείν  Μ  ηεο πιεπξάο  ΑΒ, 

ηέηνην ψζηε: (ΜΑ) (ΜΓ) = (ΜΒ) (ΜΓ). 

( Να ζεσξήζεηε θαηάιιειν ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ, κε αξρή αμφλσλ ην ζεκείν  Α  θαη  Β (α, 0) κε   

α > 0 ). 

 

43. (*) Θεσξνχκε ηε ζπλερή ζπλάξηεζε  f  ζην  R  θαη ηνλ κηγαδηθφ  z = x +i f (x),  x  . Αλ ηζρχεη 

22

3
,
22

aa
f

aa
f 

















  θαη γηα  ax 2,0   έρνπκε φηη  ,32&2, aazaazaaz   λα 

δείμεηε φηη  f (α ) = 0. 

 

44. (*) Γίλεηαη κηγαδηθφο  z  ηεο κνξθήο  z = ι +i,  ι > 0. Να δείμεηε φηη ππάξρεη κνλαδηθφο κηγαδηθφο ηεο 

παξαπάλσ κνξθήο, ηέηνηνο ψζηε ν  
z

z
12   λα είλαη πξαγκαηηθφο αξηζκφο. 

 

45. (*) Α. Να απνδείμεηε φηη θάζε πνιπσλπκηθή εμίζσζε πεξηηηνχ βαζκνχ έρεη κία ηνπιάρηζηνλ πξαγκαηηθή 

ξίδα. 

Β. Να απνδείμεηε φηη ε εμίζσζε  125  xxx = 0  έρεη κία ηνπιάρηζηνλ πξαγκαηηθή ξίδα. 
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46. Έζησ  f  ζπλερήο θαη  01)()(2  xfxxf  γηα θάζε x  κε  f (0) = –1 . 

η)  Να δείμεηε φηη ε ζπλάξηεζε δηαηεξεί ην πξφζεκφ ηεο ζην  R. 

ηη) Να βξεζεί ν ηχπνο ηεο  f (x). 

 

47. Αλ  f  ζπλερήο κε  )(34)( 22 xfxxxf   γηα θάζε ,x  ηφηε: 

η)  Να δείμεηε φηη ε ζπλάξηεζε δηαηεξεί ην πξφζεκφ ηεο ζην  R. 

ηη) Να βξεζεί ν ηχπνο ηεο  f (x), αλ  f (2004) < 0. 

 

48. Έζησ ε ζπλάξηεζε  g  κε Πεδίν Οξηζκνχ ην ζχλνιν Α = [1, 3] θαη  g (Α) = (3, 6). Να απνδείμεηε φηη ε 

ζπλάξηεζε δελ είλαη ζπλερήο. 

 

49. Να απνδείμεηε φηη ε κε ζηαζεξή ζπλάξηεζε  g : Q  δελ είλαη ζπλερήο. 

 

50. (*) Έζησ ε ζπλερήο ζπλάξηεζε  ),3(]2,1[: f  γηα ηελ νπνία ηζρχεη   
2

1
.6)( dxxf Να απνδείμεηε 

φηη ε εμίζσζε  dttfx
x


1

)(2   έρεη κνλαδηθή ιχζε ζην δηάζηεκα  (1, 2). 

 

51. (*) Να απνδείμεηε φηη ε εμίζσζε    011ln 2  xx   έρεη κνλαδηθή πξαγκαηηθή ξίδα. 

 

52. (*) Έζησ ν κηγαδηθφο αξηζκφο   1111 ,,  xixz   ηέηνηνο, ψζηε ε εηθφλα ηνπ κηγαδηθνχ αξηζκνχ  

2i , λα αλήθεη ζηελ επζεία πνπ νξίδνπλ νη εηθφλεο ησλ κηγαδηθψλ αξηζκψλ  z  θαη  z i. 

 

α) Να βξείηε ηνλ γεσκεηξηθφ ηφπν ησλ εηθφλσλ ηνπ  z. 

 

β) Αλ γηα ηε ζπλερή ζπλάξηεζε  ,22)0(1)1(:  ffίf   λα απνδείμεηε φηη 

ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ  α(0,1) ηέηνην, ψζηε ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  f  λα έρεη θνηλφ ζεκείν κε ην 

γεσκεηξηθφ ηφπν ηνπ (α) εξσηήκαηνο, ην  Α (α, f(α)). 

 

53. (*) Έζησ ε ζπλερήο ζπλάξηεζε  ]1,[: f  ηέηνηα ψζηε λα ηζρχεη 



1

1)(
a

a
dttf  θαη ε 

ζπλάξηεζε  



1

)()()(]1,[:
a

x

x

a
dttfdttfxgύaag  . 

Να απνδείμεηε φηη: 

α)  

2

2

1
)(

4

1
)( 








 

x

a
dttfxg  

β)  Η ζπλάξηεζε  g  έρεη κέγηζηε ηηκή ηελ νπνία θαη λα βξείηε. 

 

54. (*) Έζησ  f  ζπλερήο ζπλάξηεζε ζην [α, β] θαη   


a
dttf .0)(  Να απνδείμεηε φηη γηα θάζε )1,0( , 

ππάξρεη έλαο αξηζκφο   
c

a a
dttfdttfώέac



 .)()(:),,(  

55. (*) Έζησ ζπλάξηεζε  f, δχν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην [0, π], κε  f ΄΄ ζπλερή θαη f ΄(x) > 0  ζην [0, π], 

έηζη ψζηε    



0

0)()( dxxxfxf . Να απνδείμεηε φηη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο  G, 

κε G(x) = (π – x ) f (x + π) + x f (π – x ), x   ηέκλεη ηνλ άμνλα  x΄x  ζε έλα ηνπιάρηζηνλ ζεκείν 
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ΔΝΟΣΗΣΑ 4η:   

ΟΡΙ΢ΜΟ΢ ΠΑΡΑΓΧΓΟΤ – ΔΞΙ΢Χ΢Η ΔΦΑΠΣΟΜΔΝΗ΢ 
 

Α΢ΚΗ΢ΔΙ΢ 

1. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε       
  

 
  θαη ε επζεία      . Να απνδείμεηε φηη νη εθαπηφκελεο ηεο    

απφ έλα ηπραίν ζεκείν ηεο επζείαο είλαη θάζεηεο κεηαμχ ηνπο. 

2. Αλ ε ζπλάξηεζε  f  είλαη ζπλερήο ζην                 
   

      

 
  , ηφηε λα απνδείμεηε  

φηη ε  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην  μ. 

3. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  f  παξαγσγίζηκε ζην  R, κε            

Αλ είλαη                                          , ηφηε λα απνδείμεηε φηη: 

α)                                              

β)      
   

    

 
   

γ) αλ επηπιένλ ηζρχεη φηη       
   

    

 
    λα απνδείμεηε φηη                          

4. Γίλεηαη ζπλάξηεζε  g  ζπλερήο ζην πεδίν νξηζκνχ ηεο θαη ζπλάξηεζε  f  κε                   

Να εμεηάζεηε αλ ε  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην  x = 3. 

5. Αλ                                                  
    

 
      

   
  ,   

ηφηε λα βξεζεί ε ηηκή         

6. α) Αλ ε ζπλάξηεζε  f  είλαη παξαγσγίζηκε κε             , λα βξεζεί ε ηηκή         

β) Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε κε       
     

 

 
       

   
 
  

    

               

  

Να εμεηάζεηε αλ είλαη παξαγσγίζηκε θαη ζπλερήο ζην      

γ) Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε κε       
        

 
    

           

  

i)  λα εμεηάζεηε ηε ζπλάξηεζε     σο πξνο ηε ζπλέρεηα 

ii) λα ππνινγίζεηε ηα φξηα:        
    

       θαη        
    

     

 
  

7. Γίλεηαη ζπλάξηεζε κε ηχπν                        Να βξεζεί ην α, έηζη ψζηε λα ππάξρνπλ 

εθαπηφκελεο ηεο      νη νπνίεο λα δηέξρνληαη απφ ηελ αξρή ησλ αμφλσλ. 

8. Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο  f, g  παξαγσγίζηκεο ζε έλα ζεκείν     ηνπ θνηλνχ πεδίνπ νξηζκνχ ηνπο, 

κε      )                   Αλ γηα ηε ζπλάξηεζε       
    

    
                    ,  

λα απνδείμεηε φηη        
      

      
  

9. Να απνδείμεηε φηη ε ληνζηή παξάγσγνο ηεο ζπλάξηεζεο            είλαη               
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10. α) Αλ ε  f  είλαη ζπλερήο ζην    1  θαη       
   

      

 
     λα απνδείμεηε φηη          

θαη φηη ε  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην       

β) Αλ ε  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην       θαη       
   

    

 
     λα απνδείμεηε φηη          

11. Έζησ ζπλάξηεζε  f  κε                                       , ε νπνία είλαη 

παξαγσγίζηκε ζην  1. Να απνδείμεηε φηη ε ζπλάξηεζε είλαη παξαγσγίζηκε ζε θάζε        

12. Να απνδείμεηε φηη νη εθαπηφκελεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο        
          

            
    

ζηα θνηλά ηνπο ζεκεία κε ηελ επζεία            είλαη θάζεηεο. 

13. Να απνδείμεηε φηη αλ      , ηφηε απφ ην ζεκείν  Ρ(α, β) δηέξρνληαη δχν εθαπηφκελεο ηεο 

παξαβνιήο      .  

Αλ ην ζεκείν  Ρ  αλήθεη ζηελ επζεία     
 

 
 , ηφηε νη εθαπηφκελεο απηέο είλαη θάζεηεο. 

14. Να ππνινγίζεηε ην άζξνηζκα                                 

15. Γίλεηαη ζπλάξηεζε κε ηχπν        
                              

                         
   

Δπηπιένλ ηζρχνπλ                                    
 

  
  

Να βξεζεί ην         

16. Γίλεηαη ζπλάξηεζε         γηα ηελ νπνία ηζρχεη: 

       
         

          
                                          

Να απνδείμεηε φηη: 

α)                                               

β) Αλ                                                         

γ) Αλ       
   

    

 
  , ηφηε ε  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζε θάζε      ,  κε                    

17. Αλ ε  f  είλαη κία παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε ζην      ,  

ηφηε λα ππνινγίζεηε ην       
   

                

 
  

18. Αλ         
    

 

 
        

              
   , ηφηε λα κειεηεζεί ε      σο  πξνο ηε ζπλέρεηα 

19. Γίλεηαη ζπλάξηεζε  f  ζπλερήο ζην     , έηζη ψζηε       
   

           

   
   

Να απνδείμεηε φηη ε  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην        ΢ηε ζπλέρεηα λα βξείηε 

ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζήο ηεο ζην ζεκείν  Α(1, f(1)). 

20. Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο  f, g  παξαγσγίζηκεο ζην      , έηζη ψζηε λα ηζρχεη 

                                         

Να απνδείμεηε φηη                        



Πειραματικό Γενικό Λύκειο Ευαγγελικήσ Σχολήσ Σμύρνησ                                                                                                                                       Ανάλυςη 

 

   Άλκησ Τζελέπησ                                                                                                                                                                                                                               27 

21. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε                             θαη ε ζπλάξηεζε  g  κε 

       
                  

                    
  

Να απνδείμεηε φηη ε  g  είλαη παξαγσγίζηκε ζην      

22. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε              γηα ηελ νπνία ηζρχνπλ: 

i)                                          

ii)                         

Αλ ε  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην     , λα απνδείμεηε φηη είλαη παξαγσγίζηκε ζε θάζε         

θαη ηζρχεη φηη         
 

  
       

     

23. Γηα ηηο παξαγσγίζηκεο ζην  R  ζπλαξηήζεηο  f, g  ηζρχεη φηη             .  

Να απνδείμεηε φηη νη εθαπηφκελεο ησλ γξαθηθψλ παξαζηάζεσλ ησλ f  θαη  g  ζηα ζεκεία  

                         αληίζηνηρα, ηέκλνληαη ζε ζεκείν  Μ  ηνπ άμνλα ς΄ς 

24. Γίλεηαη ε δχν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην  R  ζπλάξηεζε  f , γηα ηελ νπνία ηζρχεη φηη  

                        . Να απνδείμεηε φηη αλ ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο  g,  

κε       
    

     
  ηέκλεη ηνλ άμνλα x΄x, ηφηε ηνλ ηέκλεη κε γσλία 45

ν
  

25. Να απνδείμεηε φηη: 

α)  
  

   
     

 

 
          

 

 
 ,  φπνπ ε  f  είλαη δχν θνξέο παξαγσγίζηκε 

β)  
  

   
                       

26. Η ζπλάξηεζε  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην     ,  κε           θαη γηα θάζε          

ηζρχεη φηη                               

Να απνδείμεηε φηη ε ζπλάξηεζε είλαη παξαγσγίζηκε ζην     θαη λα βξείηε ηνλ ηχπν ηεο. 

27. Έζησ                   . Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο      ζην       

28. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε κε ηχπν           
 

 
  θαη ην ζεκείν ηεο                       

 

 
  .  

Έζησ  Ρ  ε πξνβνιή ηνπ  Μ  ζηνλ άμνλα  ρ΄ρ  θαη  Σ  ην ζεκείν ηνκήο ηεο εθαπηνκέλεο ηεο      

ζην  Μ  κε ηνλ άμνλα  ς΄ς.   

Να απνδείμεηε φηη ην εκβαδφλ ηνπ ηξαπεδίνπ  ΟΣΜΡ  είλαη αλεμάξηεην ηνπ  ι. 

29. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε κε ηχπν        
                 

               
  

Αλ ε  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην  1, ηφηε λα απνδείμεηε φηη ν γεσκεηξηθφο ηφπνο ηνπ ζεκείνπ  

Α(κ, λ)  είλαη κηα ηζνζθειήο ππεξβνιή. 

30. Να βξείηε πνιπψλπκν Ρ(x) ηέηνην ψζηε                      
 
                           

31. Έζησ  f, g  παξαγσγίζηκεο ζην                                               

Να απνδείμεηε φηη                
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32. Έζησ  f  παξαγσγίζηκε ζην      .  Να απνδείμεηε φηη              
   

                 

  
  

33. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε κε ηχπν        
        

 

 
        

                
  ,  φπνπ ε  f  είλαη ζπλάξηεζε  

νξηζκέλε ζην  R, ε νπνία ηθαλνπνηεί ηηο ζρέζεηο                       

α)  λα απνδείμεηε φηη ε  g  είλαη παξαγσγίζηκε ζην  x = 0 

β)  λα ππνινγίζεηε ην       
   

       
 

 
 –    

        
  

34. Η ζπλάξηεζε  f  ηθαλνπνηεί ηηο ζπλζήθεο: 

i)         

ii)                               

Να απνδείμεηε φηη ε  f  δελ είλαη παξαγσγίζηκε ζην      

35. Η ζπλάξηεζε  f  είλαη νξηζκέλε ζην  R, κε              . 

α) Αλ        
        

 

 
        

                
   , λα βξείηε ηελ        

β) Να ππνινγίζεηε ην       
   

         
 

 
   

36. Οη ζπλαξηήζεηο  f, g  είλαη νξηζκέλεο ζην δηάζηεκα  Γ = (–1,1)  θαη παξαγσγίζηκεο ζην  x = 0  

κε  f (0) = 0. Αλ γηα θάζε                                 , ηφηε λα απνδείμεηε φηη  

                     

37. Η ζπλάξηεζε  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην  x = 0  θαη ηζρχεη: 

                               

Να βξείηε ην        

38. Η ζπλάξηεζε  f  είλαη νξηζκέλε ζην  R  θαη ζπλερήο ζην      . 

Αλ       
   

    

      
                        , λα ππνινγίζεηε ην       

39. Να βξεζεί ε παξάγσγνο  
  

  
 , ε νπνία νξίδεηαη απφ ηηο παξακεηξηθέο εμηζψζεηο: 

α)                         

β)                                                    
 

 
    

40. Αλ ε ζπλάξηεζε  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην  R, λα βξείηε ηελ παξάγσγν ησλ ζπλαξηήζεσλ: 

α)               ,     β)                ,     γ)                           

41. α) Αλ  f (x)  είλαη πνιπψλπκν βαζκνχ     , λα απνδείμεηε φηη: 

                               

β) Να απνδείμεηε φηη ην         είλαη παξάγνληαο ηνπ                         

γ) Να βξείηε ηνπο πξαγκαηηθνχο αξηζκνχο  α, β  έηζη ψζηε ην          λα είλαη παξάγνληαο ηνπ 

πνιπσλχκνπ                                     
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42. Η ζπλάξηεζε  f  είλαη δχν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην  R  θαη ηζρχεη                     

Να βξείηε ηελ         

43. Η ζπλάξηεζε  f  είλαη δχν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην δηάζηεκα          θαη ηζρχεη φηη  

                    . Να απνδείμεηε φηη                       

44. Η ζπλάξηεζε  f  είλαη δχν θνξέο παξαγσγίζηκε θαη πεξηηηή ζην  R. Να βξείηε ηελ          αλ 

γλσξίδεηε φηη                                          

45. Να απνδείμεηε φηη δελ ππάξρνπλ ζπλαξηήζεηο, παξαγσγίζηκεο ζην      , νη νπνίεο ηθαλνπνηνχλ 

ηηο ζρέζεηο:                                            

46. Η ζπλάξηεζε  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην  R, κε  f (0) = 0. Αλ ηζρχεη                     

ηφηε λα απνδείμεηε φηη: 

α)  
      

     
                            β)                        

 γ)       
   

    

 
                                δ)       

    
       

 

  
     

47. Να βξείηε πνιπψλπκν                                   

48. Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο κε ηχπνπο                            . Αλ  Α  είλαη ην ζεκείν ηνκήο 

ηεο     κε ηνλ άμνλα  ς΄ς  θαη  Β  ην ζεκείν ηνκήο ηεο    κε ηνλ άμνλα  x΄x, λα απνδείμεηε φηη ε 

επζεία  ΑΒ  είλαη θνηλή εθαπηνκέλε ησλ    ,    

49. Έζησ           θνηλφ ζεκείν ησλ    ,   , κε                                            . 

Να απνδείμεηε φηη νη    ,    έρνπλ θνηλή εθαπηνκέλε ζην ζεκείν           

50. Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο                           θαη ηα ζεκεία                         .  

Η εθαπηνκέλε ηεο     ζην  Α  ηέκλεη ηνλ  x΄x  ζην ζεκείν  Γ  θαη ε εθαπηνκέλε ηεο     ζην  Β  

ηέκλεη ηνλ  x΄x  ζην ζεκείν  Γ. Να απνδείμεηε φηη: 

α)                     

β)  ην ηξίγσλν  ΑΓΓ  είλαη ηζνζθειέο 

γ)  ην  Β  είλαη ην νξζφθεληξν ηνπ ηξηγψλνπ  ΑΓΓ 

51. Έζησ  f, g, θ  ζπλαξηήζεηο, νξηζκέλεο ζην  R, γηα ηηο νπνίεο ηζρχνπλ: 

i)  ε  f  είλαη παξαγσγίζηκε, κε             

ii)  ε  θ  είλαη δχν θνξέο παξαγσγίζηκε, κε                                             

Αλ ην           είλαη θνηλφ ζεκείν ησλ    ,   , λα απνδείμεηε φηη νη    ,     έρνπλ ζην  Α  

θνηλή εθαπηνκέλε. 

52. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε κε ηχπν                          

α) Έζησ  Η  ην ζεκείν ηεο    , ζην νπνίν ε εθαπηνκέλε ηεο είλαη παξάιιειε ζηνλ άμνλα  x΄x.  

Να βξείηε ην γεσκεηξηθφ ηφπν ζηνλ νπνίν θηλείηαη ην  Η, φηαλ       

β) Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο     ζην ζεκείν               



Πειραματικό Γενικό Λύκειο Ευαγγελικήσ Σχολήσ Σμύρνησ                                                                                                                                       Ανάλυςη 

 

   Άλκησ Τζελέπησ                                                                                                                                                                                                                               30 

53. Η ζπλάξηεζε  f  είλαη δχν θνξέο παξαγσγίζηκε κε           θαη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 

ζπλάξηεζεο  g  κε       
    

     
  ηέκλεη ηνλ άμνλα  x΄x  ζην ζεκείν  Α(α,0). Να απνδείμεηε φηη ε 

εθαπηνκέλε ηεο     ζην ζεκείν  Α  είλαη θάζεηε ζηελ επζεία κε εμίζσζε              

54. Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο                      , νη νπνίεο είλαη παξαγσγίζηκεο ζην  R  θαη ηα 

ζεκεία  Α                      . Να απνδείμεηε φηη νη εθαπηφκελεο ησλ    ,    ζηα ζεκεία  Α  

θαη  Β  αληίζηνηρα, ηέκλνπλ ηνλ άμνλα  ς΄ς  ζην ίδην ζεκείν. 

55. Αλ                                                               ,  

λα απνδείμεηε φηη ζε θάπνην απφ ηα θνηλά ζεκεία ησλ    ,     απηέο έρνπλ θνηλή εθαπηνκέλε. 

56. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  f , παξαγσγίζηκε ζην  R, κε        . Δπηπιένλ ε ζπλάξηεζε  g, κε 

                                      έλα θνηλφ ζεκείν ησλ    ,      

Να απνδείμεηε φηη νη    ,    δέρνληαη ζην ζεκείν  Α  θνηλή εθαπηνκέλε. 

57. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  f, κε                                     ε γξαθηθή ηεο παξάζηαζε. 

α) Να βξείηε γηα πνηα ηηκή ηνπ  k, ε       δέρεηαη εθαπηνκέλε παξάιιειε ζηνλ άμνλα  x΄x 

β) Να απνδείμεηε φηη νη εθαπηφκελεο ησλ                ζηα ζεκεία κε ηελ ίδηα ηεηκεκέλε  

        δηέξρνληαη απφ ζηαζεξφ ζεκείν. 

58. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε κε ηχπν          
 
        

α) Να απνδείμεηε φηη ππάξρνπλ δχν ζεκεία  Α  θαη  Β  ηεο    , ζηα νπνία νη εθαπηφκελέο ηεο 

δηέξρνληαη απφ ηελ αξρή ησλ αμφλσλ. 

β) Να βξεζεί ν γεσκεηξηθφο ηφπνο ησλ ζεκείσλ  Α  θαη  Β 

59. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε κε ηχπν       
   

   
  

α) Να βξείηε ηελ εθαπηνκέλε (ε) ηεο      ζην        

β) Να ειέγμεηε αλ ππάξρεη άιιν ζεκείν ηεο    , ζην νπνίν ε εθαπηνκέλε λα είλαη παξάιιειε 

πξνο ηελ (ε) 

γ) Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ πξαγκαηηθνχ αξηζκνχ  θ, έηζη ψζηε νη επζείεο          λα ηέκλνπλ 

ηε      ζε δχν ζεκεία  Μ  θαη  Ν. ΢ηε ζπλέρεηα λα βξείηε ην γεσκεηξηθφ ηφπν ηνπ κέζνπ ηνπ 

επζχγξακκνπ ηκήκαηνο  ΜΝ 

60. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε κε ηχπν          
 

 
                 

α) Αλ          , ηφηε λα δείμεηε φηη απφ ην ζεκείν  Α           δηέξρνληαη ηξείο δηαθνξεηηθέο 

εθαπηφκελεο ηεο ζπλάξηεζεο 

β) Να απνδείμεηε φηη ην ηξίγσλν κε θνξπθέο ηα ζεκεία επαθήο ησλ παξαπάλσ εθαπηφκελσλ, έρεη 

εκβαδφλ αλεμάξηεην ηνπ  k. 

61. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε          . Να απνδείμεηε φηη κφλν ζε έλα ζεκείν ηεο, ν ξπζκφο 

κεηαβνιήο ηεο ηζνχηαη κε ηελ ηηκή ηεο ζην ζεκείν απηφ. 
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62. Μηα θπθιηθή πηζίλα έρεη αθηίλα  r = 20m.Έλαο άλζξσπνο βαδίδεη γχξσ απφ απηήλ κε ηαρχηεηα  

           . Να βξείηε ην ξπζκφ κεηαβνιήο ηνπ κήθνπο ηεο ρνξδήο  ΑΒ, φηαλ ην αληίζηνηρν 

ηφμν  ΑΒ  πνπ έρεη δηαλχζεη ν άλζξσπνο έρεη κέηξν 60
ν
  

63. Μία επζεία  (ε)  κε ζεηηθή θιίζε ζηξέθεηαη γχξσ απφ ην ζεκείν  Μ(1,3), έηζη ψζηε ν ξπζκφο 

κεηαβνιήο ηεο θιίζεο ηεο λα είλαη  
 

 
      Να βξείηε ην ξπζκφ κεηαβνιήο ηνπ εκβαδνχ ηνπ ηξηγψλνπ  

ΟΑΒ, φπνπ  Α, Β  είλαη ηα ζεκεία ηνκήο ηεο επζείαο κε ηνπο άμνλεο θαη  Ο  ε αξρή ησλ αμφλσλ, ηε 

ρξνληθή ζηηγκή θαηά ηελ νπνία ε  (ε)  δηέξρεηαη απφ ην ζεκείν    
 

 
     

64. Οη αθκέο ελφο θχβνπ δηαζηέιινληαη, έηζη ψζηε ν ξπζκφο κεηαβνιήο ηεο επηθάλεηαο ηνπ θχβνπ λα 

είλαη  240        . Σε ρξνληθή ζηηγκή θαηά ηελ νπνία ε αθκή ηνπ θχβνπ είλαη 10 cm, λα 

ππνινγίζεηε: 

α) ην ξπζκφ κεηαβνιήο ηνπ φγθνπ ηνπ θχβνπ 

β) ην ξπζκφ κεηαβνιήο ησλ αθκψλ ηνπ θχβνπ 

65. ΢ψκα κάδαο           εθηνμεχεηαη απφ έλα ζεκείν ζην έδαθνο. Η θίλεζή ηνπ θαηά ηελ νξηδφληηα 

δηεχζπλζε πεξηγξάθεηαη απφ ηελ εμίζσζε      , ελψ θαηά ηελ θαηαθφξπθε απφ ηελ εμίζσζε  

          , φπνπ x,ς ζε m  θαη  t ζε sec. Να βξεζεί ε νξκή ηνπ κεηά απφ  3 sec 

(Οξκή       ) 

66. Έλα πιηθφ ζεκείν  Μ, θηλείηαη ζην ζεηηθφ εκηάμνλα  Οx  νξζνθαλνληθνχ ζπζηήκαηνο 

ζπληεηαγκέλσλ, απφ ηελ αξρή  Ο(0,0)  πξνο ην ζεκείν  Α(α,0),  α > 0. Η ζέζε ηνπ ζεκείνπ  Μ  θάζε 

ρξνληθή ζηηγκή  t, δίλεηαη απφ ηε ζπλάξηεζε                                θαη πξνβάιιεηαη 

ζε επζεία  (ε) πνπ δηέξρεηαη απφ ηελ αξρή ησλ αμφλσλ θαη ζρεκαηίδεη κε ηνλ άμνλα  x΄x  γσλία ίζε 

κε 30
ν
. Αλ  Λ  είλαη ε πξνβνιή ηνπ ζεκείνπ  Μ  πάλσ ζηελ  (ε), ηφηε λα βξείηε: 

α) ην εκβαδφλ ηνπ ηξηγψλνπ  ΜΟΛ  σο ζπλάξηεζε ηνπ ρξφλνπ 

β) ην ξπζκφ κεηαβνιήο ηνπ πξνεγνχκελνπ εκβαδνχ  E(t), ηε ρξνληθή ζηηγκή πνπ ην ζεκείν  Μ  ζα 

βξεζεί ζην ζεκείν  Α 

67. Θεσξνχκε ηε ζπλερή ζπλάξηεζε         γηα ηελ νπνία ηζρχεη       
   

         

   
   . 

Α) Να απνδείμεηε φηη:              ,                             

Β) Έζησ  (ε)  ε εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο, ζην ζεκείν ηεο             

α) Να απνδείμεηε φηη ε  (ε)  έρεη εμίζσζε         

β) Έλα ζεκείν  ΢, κε ηεηκεκέλε κεγαιχηεξε ηνπ  3, θηλείηαη πάλσ ζηελ επζεία  (ε). Αλ ν ξπζκφο 

κεηαβνιήο ηεο ηεηκεκέλεο ηνπ είλαη  2 m/sec, λα βξείηε ην ξπζκφ κεηαβνιήο ηνπ εκβαδνχ ηνπ 

ηξηγψλνπ  ΟΜ΢. 
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68. Η εηθφλα  Μ  ελφο κηγαδηθνχ  z  θηλείηαη δηαγξάθνληαο ηελ θακπχιε: 

                 

α) Να βξείηε ην ζεκείν ηεο θακπχιεο  C, ζην νπνίν νη ξπζκνί κεηαβνιήο ησλ ζπληεηαγκέλσλ 

ηνπ  Α είλαη ίζνη κε      

β) Να απνδείμεηε φηη ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ έλαο κηγαδηθφο  z, ψζηε ν κηγαδηθφο       
 

 
  

λα είλαη θαληαζηηθφο αξηζκφο 

69. Α) ΢εκείν  Μ  θηλείηαη πάλσ ζηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο κε ηχπν          , έηζη 

ψζηε ε ηεηκεκέλε ηνπ λα απμάλεηαη θαηά  5 κνλ/sec. Θεσξνχκε ην νξζνγψλην κε δηαγψλην  ΟΜ  θαη 

πιεπξέο πάλσ ζηνπο άμνλεο  Οx, Ος. Βξείηε ην ξπζκφ κε ηνλ νπνίν απμάλεηαη ην εκβαδφλ ηνπ 

νξζνγσλίνπ, φηαλ  x = 9. 

Β) Γίλεηαη ζπλάξηεζε  f, έηζη ψζηε                                

Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο ζην ζεκείν  

Α(0,f(0)),  (α > 0) 
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ΔΝΟΣΗΣΑ 5η: 

ΘΔΧΡΗΜΑ  ROLLE  

 

 

Θεώρημα Rolle: 

 

Αλ γηα ηε ζπλάξηεζε  f  ηζρχνπλ νη αθφινπζεο πξνυπνζέζεηο: 

 

 Η  f  είλαη ζπλερήο ζην θιεηζηφ δηάζηεκα  [α ,β] 

 Η  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην αλνηθηφ δηάζηεκα  (α ,β) 

 f (α) = f ( β) 

 

Σφηε ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ  ( , ) ( ) 0.έ ώ f         

 

΢ρφιην:  Απηφ ζεκαίλεη φηη ε παξάγσγνο ζπλάξηεζε έρεη κία ηνπιάρηζηνλ ξίδα. 

 

 

 

                                                                                     M                                             

  

 

 A                                                    B 

 

 

 

 

 

 

 

 

Γεωμετρική ερμηνεία τοσ θεωρήματος Rolle: 

Αλ ηθαλνπνηνχληαη νη πξνυπνζέζεηο ηνπ ζεσξήκαηνο , ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ ( , )    ηέηνην ψζηε ε 

επζεία πνπ εθάπηεηαη ζηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο ζην ζεκείν  , ( )f   είλαη παξάιιειε 

ζηνλ άμνλα  ρ΄ρ. 

 

Παξαηεξήζεηο: 

1. Αλ κία ζπλάξηεζε είλαη γλεζίσο κνλφηνλε ζε έλα δηάζηεκα  [α ,β], ηφηε δελ ηζρχεη ην Θ. Rolle. 

2. Γελ κπνξεί λα ηζρχνπλ ηαπηφρξνλα, ζην ίδην δηάζηεκα, ηα ζεσξήκαηα  Bolzano  θαη  Rolle.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

μ μ΄ α β x 

ς 

Ο 
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ΛΤΜΔΝΑ  ΠΑΡΑΓΔΙΓΜΑΣΑ 
 

ΜΔΡΟ΢  1
ν
  

 

Εθαξκνγέο ηνπ Θ. Rolle 

 
 

1. Να εμεηάζεηε αλ ηζρχνπλ νη πξνυπνζέζεηο ηνπ Θ. Rolle θαη ζηε πεξίπησζε πνπ ηζρχνπλ λα ππνινγίζεηε 

ην μ γηα ην νπνίν είλαη   0f   . 

α) 

2

3

, 0
( )

, 0

x x
f x

x x

 
 


      ζην δηάζηεκα  [-1 ,1] 

β) 
3 2( )f x x                  ζην δηάζηεκα  [-1 ,1] 

Λχζε 

 

α) Η  f  νξίδεηαη γηα θάζε , .fx ά D   

 

 Η  f  είλαη ζπλερήο ζην * θαη ζα εμεηάζνπκε ηε ζπλέρεηα ζην 0. 
2 3

0 0 0 0
lim ( ) lim 0 , lim ( ) lim 0 , (0) 0
x x x x

f x x f x x f
      

      

Δπνκέλσο ε ζπλάξηεζε είλαη ζπλερήο ζην R, νπφηε θαη ζην δηάζηεκα  [-1 ,1]. 

 

 Η  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην     2,0 ( ) 2 0, ( ) 3 .f x x f x x         

Θα εμεηάζνπκε ηη ζπκβαίλεη ζην 0. 
2 3

2

0 0 0 0

0 0
lim lim 0 , lim lim 0

0 0x x x x

x x
x x

x x      

 
   

 
   

Δπνκέλσο ε ζπλάξηεζε είλαη παξαγσγίζηκε ζην  0  θαη κάιηζηα (0) 0f   , νπφηε θαη ζην [-1 ,1]. 

Δπηπιένλ έρνπκε φηη:   

2

2 , 0

( ) 0 , 0

3 , 0

x x

f x x

x x

 


  




 

 

 Έρνπκε φηη ( 1) (1) 1f f    

 

Δπνκέλσο γηα ηε ζπλάξηεζε  f  εθαξκφδεηαη ην Θ. Rolle ζην δηάζηεκα  [-1 ,1], νπφηε ππάξρεη έλα 

ηνπιάρηζηνλ     1,1 : 0 0.f        

 

β) Η  f  νξίδεηαη γηα θάζε , .fx ά D   

 

Η ζπλάξηεζε φκσο δελ είλαη παξαγσγίζηκε ζην  0, δηφηη: 

   
3 2

3 30 0 0 0

( ) (0) 1
lim lim lim lim

0x x x x

f x f x x

x x x x x
      


    

 
 

 

Δπνκέλσο γηα ηε ζπλάξηεζε δελ πιεξνχληαη νη πξνυπνζέζεηο ψζηε λα ηζρχεη ην Θ. Rolle. 
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2. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  f  κε ηχπν   

2

2

, 0
( )

4 4, 0

x x x
f x

x x x

 



   
 

  
 

α) Να πξνζδηνξίζεηε ηνπο πξαγκαηηθνχο αξηζκνχο  α ,β ,γ , ψζηε λα εθαξκφδεηαη ην Θεψξεκα Rolle     

     ζηε ζπλάξηεζε  f  ζην δηάζηεκα [–1 ,1]. 

β)  ΢ηε ζπλέρεηα βξείηε  ( 1,1)   , ζην νπνίν ε εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f  λα είλαη  

     παξάιιειε ζηνλ άμνλα  ρ΄ρ. 

Λχζε 

 

α)  Αθνχ ηθαλνπνηνχληαη νη πξνυπνζέζεηο ηνπ Θ. Rolle ζην δηάζηεκα  [–1 ,1], έρνπκε: 

 

 Η  f  είλαη ζπλερήο ζην  [-1 ,1], άξα θαη ζην  0. Οπφηε   
0 0

lim ( ) lim ( ) (0)
x x

f x f x f
  

     (1). 

Έρνπκε φηη:      2 2

0 0
lim , lim 4 4 4 , (0)
x x

x x x x f    
  

        

Απφ ηελ  (1)  ινηπφλ ηζρχεη:   β = 4 

 

 Η  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην  (-1 ,1), άξα θαη ζην  0. 

Οπφηε  
0 0

( ) (0) ( ) (0)
lim lim

0 0x x

f x f f x f

x x  

 
 

 
   (2). 

Έρνπκε φηη:  
2 2 4

0 0 0 0

( ) 4 4 ( 4)
lim lim , lim lim 4
x x x x

x x x x x x x x

x x x x

      


   



   

         
     

Απφ ηε  (2)  ινηπφλ ηζρχεη:  α = 4 

 

 Δπίζεο έρνπκε φηη  ( 1) (1) 1 8 7 4 4 7f f                          γ = -7 

 

Έηζη νη δεηνχκελεο ηηκέο είλαη:  α = 4 , β = 4  θαη  γ = – 7 . 

 

β)  Η  f  είλαη παξαγσγίζηκε κε παξάγσγν ζπλάξηεζε: 
2 4 , 0

( )
14 4 , 0

x x
f x

x x

 
  

  
 

Αθνχ ηθαλνπνηνχληαη νη πξνυπνζέζεηο ηνπ  Θ. Rolle , ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ   ( 1,1) : 0f    . 

 Γηα  1,0 : 2 4 0 2x ί x x         , ε νπνία δελ είλαη απνδεθηή. 

 Γηα  
2

0,1 : 14 4 0
7

x ί x x        , ε νπνία είλαη απνδεθηή σο ιχζε. 

Δπνκέλσο ζην ζεκείν 
2 2

,
7 7

f
  

   
  

, ε εθαπηνκέλε ηεο  γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο  f  είλαη 

παξάιιειε ζηνλ άμνλα  ρ΄ρ. 
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ΜΔΡΟ΢  2
ν
  

 

Όηαλ δεηάκε λα απνδείμνπκε όηη κία εμίζωζε έρεη ην πνιύ κία ξίδα, εθαξκόδνπκε ην  Θ. Rolle  θαη 

ηε κέζνδν ηεο απαγωγήο ζε άηνπν 
 

 

1. Να απνδείμεηε φηη ε εμίζσζε  3 8 0x x     έρεη ην πνιχ κία ξίδα. 

Λχζε 

Θεσξνχκε ζπλάξηεζε  f  κε  ( ) 3 8f x x x   . 

Τπνζέηνπκε φηη ε ζπλάξηεζε έρεη δχν ξίδεο, έζησ  
1 2 1 2 1 2, ( ) ( ) 0f f            (1) 

Δπεηδή ε  f  είλαη ζπλερήο ζην   1 2,   , παξαγσγίζηκε ζην   1 2, ( ) 3f x x      , ηφηε ιφγσ ηεο  

(1), ηζρχεη ην  Θ. Rolle. 

Έηζη ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ     1 2, : 0 3.f          Η εμίζσζε φκσο είλαη αδχλαηε, 

επνκέλσο θαηαιήγνπκε ζε  ΑΣΟΠΟ. 

Άξα ε δεηνχκελε εμίζσζε έρεη ην πνιχ κία ξίδα. 

 

 

2.  Να απνδείμεηε φηη ε εμίζσζε  2 0x x     , φπνπ  λ  ζεηηθφο αθέξαηνο, έρεη ην πνιχ δχν πξαγκαηηθέο 

ξίδεο. 

Λχζε 

Θεσξνχκε ζπλάξηεζε  f  κε  2( )f x x x     . Τπνζέηνπκε φηη ε ζπλάξηεζε έρεη ηξεηο ξίδεο, έζησ 

1 2 3 1 2 3 1 2 3, , ( ) ( ) ( ) 0f f f                 (1) 

Χο πνιπσλπκηθή ε  f  είλαη ζπλερήο θαη παξαγσγίζηκε ζε φιν ην  R, άξα θαη ζηα επηκέξνπο δηαζηήκαηα  

   1 2 2 3, ,     . 

Δπνκέλσο, ιφγσ ηεο  (1)  ηζρχεη ην  Θ. Rolle ζε θάζε έλα απφ ηα δχν δηαζηήκαηα, νπφηε ππάξρνπλ 

    2 1 2 1

1 1 2 1 1 1, : 0 2 0
2

f   
      



            (2) , 

    2 1 2 1

2 2 3 2 2 2, : 0 2 0
2

f   
      



           (3) 

Απφ ηηο ζρέζεηο  (2) θαη (3)  έρνπκε:   2 1 2 1

1 2 1 2

         

Απηφ φκσο είλαη ΑΣΟΠΟ, γηαηί αλήθνπλ ζε δηαθνξεηηθά δηαζηήκαηα θαη επνκέλσο  1 2  . 

Άξα ε δεηνχκελε εμίζσζε έρεη ην πνιχ δχν ξίδεο. 

 

 

3. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  f  κε  4 3 2 2( ) 0 3 8 .f x x x x x                Να δείμεηε φηη ε 

εμίζσζε  f (x) = 0  δε κπνξεί λα έρεη φιεο ηηο ξίδεο ηεο πξαγκαηηθέο θαη άληζεο. 

Λχζε 

 

Τπνζέηνπκε φηη ε δεηνχκελε εμίζσζε έρεη θαη ηηο ηέζζεξηο ξίδεο ηεο πξαγκαηηθέο θαη άληζεο. Γειαδή 

ππάξρνπλ πξαγκαηηθνί  1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4, , , ( ) ( ) ( ) ( ) 0f f f f                    . 

Η ζπλάξηεζε  f  , σο πνιπσλπκηθή, είλαη ζπλερήο θαη παξαγσγίζηκε ζε φιν ην  R, άξα θαη ζε θάζε 

επηκέξνπο δηάζηεκα, κε  3 2( ) 4 3 2 , .f x x x x x         

Δπνκέλσο ηζρχεη ην  Θ. Rolle  ζε θάζε έλα απφ ηα δηαζηήκαηα       1 2 2 3 3 4, , , , ,      , κε απνηέιεζκα λα 

ππάξρνπλ             1 1 2 1 2 2 3 2 3 3 4 3, : 0 , , : 0 , , : 0f f f                   . 

Η παξάγσγνο ζπλάξηεζε  f ΄ είλαη ζπλερήο θαη παξαγσγίζηκε  κε   2( ) 2 6 3f x x x     ,    άξα 

ηθαλνπνηεί ηηο πξνυπνζέζεηο ηνπ Θ. Rolle ζηα δηαζηήκαηα    1 2 2 3, , ,    . 
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Δπνκέλσο ππάξρνπλ        1 1 2 1 2 2 3 2, : 0 , : 0f f              

Γειαδή ε εμίζσζε  2( ) 0 6 3 0f x x x         έρεη δχν ιχζεηο. Τπνινγίδνληαο φκσο ηε δηαθξίλνπζα, 

έρνπκε φηη   23 3 8 0     , άξα ε δεπηεξνβάζκηα εμίζσζε είλαη αδχλαηε.  

Με απηφλ ηνλ ηξφπν θαηαιήγνπκε ζε  ΑΣΟΠΟ. Έηζη ε δνζείζα εμίζσζε δε κπνξεί λα έρεη φιεο ηηο 

ξίδεο ηεο πξαγκαηηθέο θαη άληζεο.  

 

 

 

ΜΔΡΟ΢ 3
ν
  

 

Όηαλ δεηάκε λα απνδείμνπκε όηη κηα εμίζωζε f(x) = 0 έρεη κία ηνπιάρηζηνλ ξίδα, εθαξκόδνπκε ην 
ΘΕΩΡΗΜΑ ROLLE  γηα κηα ζπλάξηεζε  F  γηα ηελ νπνία ηζρύεη όηη: 

F΄(x) = f (x) (κία παξάγνπζα – αξρηθή ζπλάξηεζε ηεο f ) 
 

 

1. Να δείμεηε φηη ε εμίζσζε  
3 24 9 2 9 0x x x     (1)  έρεη ηνπιάρηζηνλ κία πξαγκαηηθή ξίδα ζην 

    δηάζηεκα  (1 ,2). 

Λχζε 

Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε  F  κε  4 3 2( ) 3 9 .FF x x x x x D R      Η ζπλάξηεζε είλαη ζπλερήο θαη 

παξαγσγίζηκε κε  3 2( ) 4 9 2 9F x x x x     . 

Γηα ηε ζπλάξηεζε  F  ηζρχνπλ: 

 

 Η  F  είλαη ζπλερήο ζην δηάζηεκα  [1,2] 

 Η  F  είλαη παξαγσγίζηκε ζην δηάζηεκα  (1,2) 

 F(1) = 6 ,   F(2) = 6.   Γειαδή  F(1) = F(2). 

 

Δπνκέλσο βάζεη ηνπ Θ. Rolle  ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ      3 21,2 : 0 4 9 2 9 0F           . 

Γειαδή ε εμίζσζε  (1)  έρεη ηνπιάρηζηνλ κία ξίδα ζην δηάζηεκα  (1,2). 

 

 

2. Έζησ ζπλάξηεζε  :f R R   παξαγσγίζηκε θαη νη ζπλαξηήζεηο: 

( ) ( ) ( ) ( ) ,F x f x e G x f x e             

    γηα ηηο νπνίεο ηζρχεη φηη  .F G G F  

    Να δείμεηε φηη ππάξρεη      1.R έ ώ f f         

Λχζε 

Αξρηθά εξγαδφκαζηε κε ζθνπφ λα δεκηνπξγήζνπκε κία ρξεζηκφηεξε ζρέζε, ε νπνία ζα καο 

βνεζήζεη  ζηελ επίιπζε ηεο εμίζσζεο  ( ) ( ) 1.f x f x   

Δπεηδή νη ζπλαξηήζεηο  F  θαη  G  έρνπλ θνηλφ πεδίν νξηζκνχ ην  R, έρνπκε: 

 

   ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

F G G F F G x G F x ά x R

f f x e e f f x e e

f f x f e e f f x f e e

   

   

  

   

     

    

           

    

 

Η ηειεπηαία ηζφηεηα ηζρχεη πάληα, αλ θαη κφλν αλ: ( ) ( )f e e f e e         (1) 

 Γηα λα δεκηνπξγήζνπκε ηηο πξνυπνζέζεηο εθαξκνγήο ηνπ Θ. Rolle, απνκνλψλνπκε ην  α απφ ην β 

ζηα δχν κέιε ηεο ηζφηεηαο. Απηφ ζα καο βνεζήζεη επηπιένλ λα αλαθαιχςνπκε ηε ζπλάξηεζε γηα ηελ νπνία 

ζα εθαξκφζνπκε ην ζεψξεκα. 
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Η  (1)  γίλεηαη ινηπφλ:  

   
( ) 1 ( ) 1

( ) ( ) ( ) 1 ( ) 1
f f

f e e f e e e f e f
e e

     

 

 
   

 
           (2) 

Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε   
( ) 1

( ) , ,
x

f x
h h x x

e
  


    ε νπνία είλαη ζπλερήο , παξαγσγίζηκε θαη 

ιφγσ ηεο  (2)  ηζρχεη  h (α) = h ( β).                                                                                                            

Σφηε βάζεη ηνπ Θ. Rolle ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ  ,    γηα ην νπνίν ηζρχεη: 

 
   

       2

1
0 0 1 0 1.

f e e f
h f f f f

e

 



 
    

                   

 

 

3.  Γίδεηαη ζπλάξηεζε  f  ζπλερήο ζην δηάζηεκα  [α ,β] , παξαγσγίζηκε ζην δηάζηεκα  (α ,β)  θαη νη  

     κηγαδηθνί αξηζκνί  ( ) 3 ( )z e f i w f i         . 

     Αλ ηζρχεη φηη  Re( ) 2 ( )z w f   , λα απνδείμεηε φηη ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ  μ  ζην δηάζηεκα  (α ,β)       

     ηέηνην ψζηε λα είλαη ( ) ( ) 0.f f    

Λχζε 

 

Δίλαη:  ( ) , ( ) ( ) 2w f i ό z w e f f i               

 Έρνπκε:  Re( ) 2 ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
e

z w f e f f f f f e f e f
e


   


                  (1) 

Η ηειεπηαία ζρέζε καο δίλεη ην εξέζηζκα λα εθαξκφζνπκε ην Θ. Rolle γηα ηε ζπλάξηεζε  g  κε ηχπν 

( ) ( )xg x e f x . 

Η  g  είλαη ζπλερήο ζην  [α ,β]  σο γηλφκελν ζπλερψλ ζπλαξηήζεσλ. 

Η  g  είλαη παξαγσγίζηκε ζην  (α ,β)  σο γηλφκελν παξαγσγίζηκσλ ζπλαξηήζεσλ , κε  

                                                  ( ) ( ) ( )xg x e f x f x    

Λφγσ ηεο  (1)  g (α ) = g (β ). 

 

Δπνκέλσο γηα ηε  g  ζην δηάζηεκα  [α ,β]  ηθαλνπνηνχληαη νη πξνυπνζέζεηο ηνπ  Θ. Rolle, 

νπφηε ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ      ( , ) : 0 0g f f           . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΔΝΟΣΗΣΑ 6η:  

ΘΔΧΡΗΜΑ  ΜΔ΢Η΢  ΣΙΜΗ΢  ΓΙΑΦΟΡΙΚΟΤ  ΛΟΓΙ΢ΜΟΤ  (Θ.Μ.Σ.) 
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Θεώρημα Μέζης Σιμής: 

Αλ γηα ηε ζπλάξηεζε  f  ηζρχνπλ νη αθφινπζεο πξνυπνζέζεηο: 

 Η  f  είλαη ζπλερήο ζην θιεηζηφ δηάζηεκα  [α ,β] 

 Η  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην αλνηθηφ δηάζηεκα  (α ,β) 

Σφηε ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ   
( ) ( )

( , )
f f

έ ώ f
 

      
 


 


 

 

΢ρφιην : Δίλαη πξνθαλέο φηη ην  Θ. Rolle  είλαη εηδηθή πεξίπησζε ηνπ Θ.Μ.Σ. 

Απηφ ζεκαίλεη φηη ε αληηκεηψπηζε πνιιψλ αζθήζεσλ ζεσξεηηθήο θπξίσο κνξθήο, είλαη θνηλή κε ηε βνήζεηα 

ησλ δχν ζεσξεκάησλ. 

 

 

  

 

 

 

  

 

  

 

 

 

 

Γεωμετρική ερμηνεία τοσ  Θ.Μ.Τ. : 

Αλ ηθαλνπνηνχληαη νη πξνυπνζέζεηο ηνπ ζεσξήκαηνο, ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ  ( , )    ηέηνην ψζηε ε 

επζεία πνπ εθάπηεηαη ζηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο ζην ζεκείν  Μ (μ , f (μ))  λα είλαη 

παξάιιειε ζηελ επζεία  ΑΒ, φπνπ  Α (α , f (α ))  θαη  Β (β , f (β)). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΛΤΜΔΝΑ ΠΑΡΑΓΔΙΓΜΑΣΑ 

 

ΜΔΡΟ΢ 1
ν
  

Β 

A 

Ο x 

ς 

μ 

Μ 
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Εθαξκνγέο ηνπ  Θ.Μ.Σ. 

 

1. Να βξείηε ηνπο πξαγκαηηθνχο αξηζκνχο  α, β  ψζηε λα εθαξκφδεηαη ην  Θ.Μ.Σ.   γηα ηε ζπλάξηεζε  f   κε  

         

22
, 0 1

2( )

, 1 2

x
x

f x

x
x





 
 

 
  


 

΢ηε ζπλέρεηα λα ππνινγίζεηε ην  μ  ηνπ ζεσξήκαηνο. 

 

Λχζε 

Η  f  είλαη ζπλερήο ζην [0 ,2]  άξα θαη ζην 1. Έηζη έρνπκε: 

2

1 1

2 2 1
lim lim

2 2x x

x

x

  


  

 
     (1) 

Η  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην  (0 ,2)  άξα θαη ζην  1. Έηζη έρνπκε: 

 

2 2

(1)

1 1 1 1

1 1

2 2 2 1
( 1)2 2 2lim lim lim lim

1 1 1 ( 1)

( 1)( 1)
lim lim 1

2( 1)

x x x x

x x

x x
xx

x x x x x

x x

x x

  







   

 

   

 

  
 

 
   

   

   
  



 

Απφ ηελ  (1)  πξνθχπηεη φηη  
3

.
2

   

 

Δπηπιένλ ε παξάγσγνο ζπλάξηεζε είλαη:  
2

, 0 1

( ) 1
, 1 2

x x

f x
x

x

  


  
  


 

Αθνχ ηζρχεη ην  Θ.Μ.Σ. ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ  μ  ζην δηάζηεκα  (0 ,2)  ηέηνην ψζηε:  
1

2
f     

  

2

1
0 1 :

2

1 1
1 2 : 2

2

x έ

x έ

  

  


   

       

 

Δπνκέλσο ππάξρνπλ δχν ιχζεηο ηνπ πξνβιήκαηνο. 

 

 

 

ΜΔΡΟ΢  2
ν
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Με ηε βνήζεηα ηνπ Θ.Μ.Σ.  κπνξνύκε λα απνδείμνπκε αληζνηηθέο ζρέζεηο (βι. εηδηθό θεθάιαην: 
Αληζόηεηεο ζηελ Αλάιπζε). 

 

 

1.  Να απνδείμεηε φηη      ,e e e e               

Λχζε 

Θεσξνχκε ζπλάξηεζε  g  κε  ( ) xg x e . Γηα ηε  g  ηζρχνπλ: 

 Η  g  είλαη ζπλερήο ζην δηάζηεκα  [α ,β] 

 Η  g  είλαη παξαγσγίζηκε ζην  (α ,β), κε ( ) .xg x e   

Δπνκέλσο απφ ην  Θεψξεκα  Μέζεο Σηκήο  έπεηαη φηη ππάξρεη   
   

( , ) :
g g

g
 

   
 


 


 

Γειαδή  
e e

e
 



 





  (1) 

Αιιά     
(1)g e e

e e e e e e e e e
 

              
 


             


 

 

2.  Γίδνληαη νη ζπλαξηήζεηο  f ,g  νξηζκέλεο θαη ζπλερείο ζην θιεηζηφ δηάζηεκα  [0 ,1] , παξαγσγίζηκεο  

     ζην  (0 ,1). Αλ ηζρχεη φηη  (0) (1) 1 1000 ( ) 1001 , 1001 ( ) 1003f g f x g x         

     λα απνδείμεηε φηη:                      2001 (1) (0) 2004f g    

Λχζε 

Γηα ηηο ζπλαξηήζεηο  f , g  ηζρχνπλ νη πξνυπνζέζεηο ηνπ  Θ.Μ.Σ. ζην δηάζηεκα  [0,1], επνκέλσο ππάξρνπλ  

     1 2 1 2

(1) (0) (1) (0)
, 0,1 : (1) 1 1 (0)

1 0 1 0

f f g g
f f g g    

 
       

 
 

Απφ ηελ ππφζεζε φκσο έρνπκε: 

 

 

 

1

2

1000 1001 1000 (1) 1 1001 1001 (1) 1002 (1)

1001 1003 1001 1 (0) 1003 1000 (0) 1002 (2)

f f f

g g g





        

         
 

 

Αλ πξνζζέζνπκε θαηά κέιε ηηο ζρέζεηο  (1), (2)  πξνθχπηεη: 

 

2001 (1) (0) 2004f g    

 

 

 

 

ΜΔΡΟ΢  3
ν
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Σν  Θ.Μ.Σ.  όπωο είλαη γλωζηό είλαη γελίθεπζε ηνπ  Θ. Rolle. Απηό ζεκαίλεη όηη ππάξρνπλ αζθήζεηο 
πνπ αληηκεηωπίδνληαη κε ηελ ίδηα ινγηθή, όπωο απηέο ζηηο νπνίεο δεηείηαη λα απνδεηρζεί ε ύπαξμε 
κηαο ή πεξηζζνηέξωλ ηηκώλ πνπ επαιεζεύνπλ κία ηζόηεηα. 

 

 

1.  Γίδεηαη ε ζπλάξηεζε  f  ε νπνία είλαη ζπλερήο ζην δηάζηεκα  [α ,β]  θαη παξαγσγίζηκε ζην  (α ,β).  

     Αλ  f (x) > 0  γηα θάζε  x  ζην  [α ,β], λα απνδείμεηε φηη ππάξρεη  μ  ζην  (α ,β)  ηέηνην ψζηε λα ηζρχεη: 

 

 

 

 
( )

f

ff
e

f


 








  

Λχζε 

Αξρηθά εξγαδφκαζηε πάλσ ζηελ ηειηθή ηζφηεηα, κε ζθνπφ λα θαηαιήμεη ζε κνξθή πνπ λα είλαη 

επθνιφηεξε ε αλαγλψξηζε ηεο ζπλάξηεζεο γηα ηελ νπνία ζα εθαξκφζνπκε  Θ.Μ.Σ. 

Έηζη έρνπκε:     

 

   

 

( )( )
ln ln ln ( ) ln ( ) ( )

( )

f

f ff
e f f

f f


 

 
   

 


 

          (1) 

Η  (1)  καο δίλεη ην εξέζηζκα λα ζεσξήζνπκε ζπλάξηεζε  g  κε  ( ) ln ( )g x f x  , γηα ηελ νπνία ηζρχνπλ: 

 

 Η  g  είλαη ζπλερήο ζην  [α ,β]  σο ζχλζεζε ησλ ζπλερψλ ζπλαξηήζεσλ  f (x)  θαη  lnx. 

 H  g  είλαη παξαγσγίζηκε ζην  (α ,β)  κε  
( )

( )
( )

f x
g x

f x


  . 

Δπνκέλσο απφ ην  Θ.Μ.Σ.  έπεηαη φηη ππάξρεη  μ  ζην  (α ,β), ηέηνην ψζηε: 

 

 
     

 

   
   

 

 
 

ln ln
ln ln

g g f f f f
g f f

f f

     
    

     

  
       

 
 

 

 

2.  Γίδεηαη ζπλάξηεζε  f  ζπλερήο ζην δηάζηεκα  [α ,β] , παξαγσγίζηκε ζην  (α ,β)  κε  f (α ) = f (β). 

     Έζησ  γ  ζην (α ,β)  έηζη ψζηε νη αξηζκνί  α ,γ ,β  κε ηε ζεηξά πνπ δίδνληαη λα απνηεινχλ δηαδνρηθνχο  

     φξνπο αξηζκεηηθήο πξνφδνπ. 

     Να απνδείμεηε φηη ππάξρνπλ     1 2 1 2, ( , ) : 0.f f          

Λχζε 

 

Όηαλ πξνζπαζνύκε λα απνδείμνπκε ηελ ύπαξμε δύν  αξηζκώλ  μ, πξέπεη λα ρωξίζνπκε ην 
δηάζηεκα πνπ καο δίδεηαη ζε δύν ηκήκαηα. Τα δεδνκέλα ηεο άζθεζεο ή πηζαλόλ πξνεγνύκελν 
εξώηεκα, καο δίλνπλ κία λύμε γηα ηνλ ηξόπν κε ηνλ νπνίν ζα ρωξίζνπκε ην δηάζηεκα. 

 

΢ηελ παξνχζα άζθεζε είλαη ινγηθφ λα εξγαζζνχκε ζηα δηαζηήκαηα  [α ,γ]  θαη  [γ ,β]. 

Γηα ηνπο  α ,γ ,β  ηζρχεη επηπιένλ φηη  2             

Δίλαη πξνθαλέο φηη ηθαλνπνηνχληαη νη πξνυπνζέζεηο ηνπ  Θ.Μ.Σ.  γηα ηε ζπλάξηεζε  f  ζε θάζε έλα απφ ηα 

δηαζηήκαηα  [α ,γ] θαη  [γ ,β]. 
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Δπνκέλσο ππάξρνπλ: 

   
   

   
   

1 1

2 2

, : (1) ,

, : (2)

f f
f

f f
f

 
   

 

 
   

 


 




 



 

Πξνζζέηνληαο θαηά κέιε ηηο δχν ζρέζεηο έρνπκε: 

 

   
       

1 2 0
f f f f

f f
   

 
 

  
   


 

 

 

3. Γίλεηαη ζπλάξηεζε  f  παξαγσγίζηκε ζην δηάζηεκα  [α ,β] κε  ( ) 0 ( , ).f x ά x        

    Να απνδείμεηε φηη ππάξρνπλ       1 2 1 2, , ( , ) 2 .ώ f f f              

Λχζε 

 

Η ζπλάξηεζε  f  είλαη παξαγσγίζηκε άξα θαη ζπλερήο ζην  [α ,β]. Έηζη ηζρχεη ην  Θ.Μ.Σ. ,       

επνκέλσο ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ     
   

, :
f f

f
 

   
 


 


   (1) 

Η  f  ηθαλνπνηεί ηηο πξνυπνζέζεηο ηνπ  Θ.Μ.Σ. θαη ζηα επηκέξνπο δηαζηήκαηα  , , ,
2 2

   
 

    
   
   

. Άξα 

ππάξρνπλ    
 

1 1 2 2

( )
2 2

, : , :
2 2

2 2

f f f f

f f

   
 

   
      

   

    
                      

 

Σφηε έρνπκε φηη:        
   

 
(1)

1 2

( ) ( )
2 2

2

f f f f
f f f

   
  

   

 
     

 
 

Τπάξρεη ην ελδερφκελν ην  μ  λα ζπκπίπηεη κε θάπνην απφ ηα  1 2,  . Καη ζηελ πεξίπησζε απηή φκσο 

ηθαλνπνηείηαη ε δνζείζα ζρέζε. 

 

Σρόιην:  Σε αξθεηέο πεξηπηώζεηο ρωξίδνπκε ην δηάζηεκα  [α ,β] ζην κέζνλ ηνπ. 

 

 
 

4.  Γίλεηαη ζπλάξηεζε  f  ζπλερήο ζην δηάζηεκα  [α ,β]  θαη παξαγσγίζηκε ζην  (α ,β) κε  ( )f f  . 

   Να απνδείμεηε φηη: 
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   η)  Η εμίζσζε  2 f (x) = f (α ) + f (β)  έρεη κία ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην  (α ,β). 

   ηη) Τπάξρνπλ δχν ηνπιάρηζηνλ   
   

 

 1 2

1 2

21 1
, , :

( )f f f f a

 
   

  


  

  
 

Λχζε 

 

η)  Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε  g  κε  g (x) = 2 f (x) – f (α ) – f (β) 

 

 Η  g  είλαη ζπλερήο ζην  [α ,β], γηαηί ε  f  είλαη ζπλερήο 

 g (α ) = f (α ) – f (β) ,  g (β) = f (β) – f (α )  θαη επεηδή    ( ) ( ) 0f f ύ g g         

 

Δπνκέλσο ηθαλνπνηνχληαη νη πξνυπνζέζεηο ηνπ  Θ. Bolzano, έηζη ε εμίζσζε  g (x) = 0  έρεη κία ηνπιάρηζηνλ 

ξίδα. Γειαδή ππάξρεη  
 

0 0 0

( )
, : ( ) 0 ( )

2

f f
x g x f x

 
 


        (1) 

 

ηη) Τν πξνεγνύκελν εξώηεκα καο δίλεη ην εξέζηζκα λα ρωξίζνπκε ην δηάζηεκα  [α ,β]  κε ηε 

    βνήζεηα ηνπ αξηζκνύ  
0.x  

Η ζπλάξηεζε  f  ηθαλνπνηεί ηηο πξνυπνζέζεηο ηνπ  Θ.Μ.Σ.  ζηα δηαζηήκαηα  
0 0[ , ],[ , ]x x  . 

 

Έηζη ππάξρνπλ      

   
       

 

   
       

 

(1)
0

1 0 1

0 0

(1)
0

2 0 2

0 0

, : (2)
2

, : (3)
2

f x f f f
x f

x x

f f x f f
x f

x x

  
  

 

  
  

 

 
  

 

 
  

 

 

Απφ ηηο ζρέζεηο  (2)  θαη  (3), έρνπκε: 

   

   

   

 

   
0 0

1 2

2 2 21 1 x x

f f f f f f

   

     

   
  

   
 

 

 

5.  Η  ζπλάξηεζε  f  είλαη ζπλερήο ζην δηάζηεκα  [α ,4α ] θαη παξαγσγίζηκε ζην  (α ,4α ). 

     Δπηπιένλ ε γξαθηθή ηεο παξάζηαζε δηέξρεηαη απφ ηα ζεκεία  Α (α ,0 )  θαη  Β (4α , 2006α ). 

     Να απνδείμεηε φηη ππάξρνπλ         1 2 3 1 2 3, , ,4 : 2006f f f              

Λχζε 

 

Θα ρσξίζνπκε ην δηάζηεκα  [α ,4α ]  ζε ηξία δηαζηήκαηα ηδίνπ πιάηνπο. 

Έηζη γηα ηε ζπλάξηεζε  f  ηζρχνπλ νη πξνυπνζέζεηο ηνπ  Θ.Μ.Σ. ζε θαζέλα απφ ηα δηαζηήκαηα: 

 [α ,2α ], [2α , 3α ], [3α ,4α ].  

 

Οπφηε ππάξρνπλ      1 2 3,2 , 2 ,3 , 3 ,4            ηέηνηα ψζηε λα ηζρχνπλ αληίζηνηρα: 
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 
   

 
   

 
   

1 2 3

2 3 2 4 3
, ,

f a f a f a f a f a f a
f f f

a a a
  

  
      

 

Δπίζεο φκσο έρνπκε:  f (α ) = 0   θαη   f (4α ) = 2006 α     (1) 

 

Οπφηε:      
    (1)

1 2 3

4 2006
2006

f a f a a
f f f

a a
  


        

 

6.  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  f  κε  
 1

( ) , , 0
x

f x e x R
 

 
 


    


  θαη έλα νξζνγψλην ηξίγσλν ηνπ 

νπνίνπ ε κία θάζεηε πιεπξά έρεη κήθνο  α  θαη βξίζθεηαη ζηνλ ζεηηθφ εκηάμνλα  Οx  θαη ε άιιε θάζεηε 

πιεπξά έρεη κήθνο  β. Η ππνηείλνπζα ηνπ ηξηγψλνπ εθάπηεηαη ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο 

ζην ζεκείν   0 0,x  . Να απνδείμεηε φηη: 

η)  0

ln ln
x

 

 





 

ηη)  ππάξρεη  μ  ζην δηάζηεκα  (α ,β)  ηέηνην ψζηε λα ηζνχηαη κε ηνλ αληίζηξνθν ηνπ 
0x . 

Λχζε 

 

Γηα λα έρνπκε θαιχηεξε εηθφλα ηνπ πξνβιήκαηνο θάλνπκε κία ππνηηζέκελε γξαθηθή παξάζηαζε. 

Έρνπκε φηη  ΑΓ = α  θαη  ΒΓ = β θαη ε γσλία  ΒΑΓ = σ. 

  

 

    

  

 

 

 

 

 

 

 

 

η)  Γηα ηελ  θιίζε ηεο επζείαο  ΑΒ  ηζρχεη:   0f x 
     (1) 

 

     Η  ζπλάξηεζε  f  είλαη παξαγσγίζηκε κε  ( )( ) ,xf x e x R    .  Έηζη ε ζρέζε  (1)  γίλεηαη: 

 

0( )

0 0

ln ln
( ) ln

x
e x x

     
 

   

 
     


 

 

 

ηη)  Θεσξνχκε ζπλάξηεζε  g  κε  g (x) = lnx. 

. 
 

Μ 

Β 

Α x 

ς 

σ 

0x

 

Γ 



Πειραματικό Γενικό Λύκειο Ευαγγελικήσ Σχολήσ Σμύρνησ                                                                                                                                       Ανάλυςη 

 

   Άλκησ Τζελέπησ                                                                                                                                                                                                                               46 

 
     Η  g  ηθαλνπνηεί ηηο πξνυπνζέζεηο ηνπ  Θ.Μ.Σ.  ζην δηάζηεκα  [α ,β], επνκέλσο ππάξρεη έλα   

 

     ηνπιάρηζηνλ   
( )

0

( ) ( ) 1 ln ln 1
( , ) :

g g
g x

   
   

     

 
     

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΔΝΟΣΗΣΑ 7η:  

 

΢ΤΝΔΠΔΙΔ΢  ΣΟΤ  ΘΔΧΡΗΜΑΣΟ΢  ΣΗ΢  ΜΔ΢Η΢  ΣΙΜΗ΢ 
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΢ηε δηαδηθαζία εύξεζεο κίαο ηνπιάρηζηνλ ξίδαο κε ηε βνήζεηα ηνπ  Θ. Rolle , ζρνιηάζακε ηελ 
έλλνηα ηεο  ΑΡΥΙΚΗ΢  ( ΠΑΡΑΓΟΤ΢Α΢ )  ζπλάξηεζεο. 
Σν Θεώξεκα θαη ην Πόξηζκα πνπ αθνινπζνύλ ζα καο βνεζήζνπλ λα θαηαλνήζνπκε θαιύηεξα 

απηήλ ηελ έλλνηα, πξνιεηαίλνληαο ηαπηόρξνλα ην έδαθνο γηα ηε δηδαζθαιία ηνπ Αόξηζηνπ 
Οινθιεξώκαηνο. 

 
 

ΘΔΧΡΗΜΑ: 

 

Έζησ  ζπλάξηεζε  f  νξηζκέλε ζε έλα δηάζηεκα  Γ. Αλ ηζρχνπλ νη πξνππνζέζεηο:  

 

 Η  f  είλαη ζπλερήο ζην  Γ 

 f΄ (x) = 0  γηα θάζε εζσηεξηθφ ζεκείν  x  ηνπ  Γ , 

 

ηφηε ε ζπλάξηεζε  f  είλαη ζηαζεξή ζε φιν ην δηάζηεκα  Γ. 

 

 

΢ΥΟΛΙΑ: 

 

1. Γειαδή  f (x) = c   ( c  ζηαζεξά )  γηα θάζε  x  ζην  Γ. 

    Απηφ ζεκαίλεη φηη κε ηε βνήζεηα ηνπ ζεσξήκαηνο ( θαη θαηάιιειεο ζπλζήθεο ) κπνξνχκε λα βξνχκε  

    ηνλ ηχπν ηεο ζπλάξηεζεο  ς = f (x). 

 

2. Γεωμετρική Ερμηνεία:  Η κφλε ζπλερήο ζπλάξηεζε ηεο νπνίαο ε γξαθηθή παξάζηαζε έρεη νξηδφληηα  

    εθαπηνκέλε ζε θάζε ζεκείν ηεο, είλαη ε ζηαζεξή. 

 

3. Σν αληίζηξνθν ηνπ Θεσξήκαηνο ηζρχεη. 

 

 

 

ΠΟΡΙ΢ΜΑ: 

 

Έζησ δχν ζπλαξηήζεηο  f , g  νξηζκέλεο ζε έλα δηάζηεκα  Γ. Αλ ηζρχνπλ νη πξνππνζέζεηο:  

 

 νη  f , g  είλαη ζπλερείο ζην  Γ 

 f΄ (x) = g΄ (x)  γηα θάζε εζσηεξηθφ ζεκείν  x  ηνπ  Γ , 
 

ηφηε ππάξρεη ζηαζεξά  c  ηέηνηα, ψζηε γηα θάζε  x  ζην  Γ  λα ηζρχεη:  f (x) = g (x) + c 

 

 

΢ΥΟΛΙΑ: 

 

1. Σν Πφξηζκα ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ επίιπζε απιψλ δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ. Δμηζψζεσλ ζηηο νπνίεο ν  

    άγλσζηνο είλαη κία ζπλάξηεζε θαη ζηηο νπνίεο ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ ε πξψηε παξάγσγφο ηεο. 

 

2. Γεωμετρική Ερμηνεία: Αλ νη δχν ζπλαξηήζεηο έρνπλ ζε θάζε ζεκείν ηνπο κε ηελ ίδηα ηεηκεκέλε 

εθαπηφκελεο παξάιιειεο, ηφηε νη γξαθηθέο ηνπο παξαζηάζεηο είλαη  “ παξάιιειεο ”, δειαδή ε κία 

πξνθχπηεη απφ ηελ θαηαθφξπθε κεηαηφπηζε ηεο άιιεο θαηά  c. 

3. Σν αληίζηξνθν ηνπ Πνξίζκαηνο ηζρχεη. 

 

4. Σν Θεψξεκα θαη ην Πφξηζκα δελ ηζρχνπλ ζε έλσζε δηαζηεκάησλ, φπσο δείρλεη ην αληηπαξάδεηγκα: 
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2, 0
( ) , ( ) 0, ( ,0) (0, ) ( )

3, 0

x
f x f x x ώ f x c

x
 


     


 

 

5. Τπάξρνπλ ζπλαξηήζεηο πνπ δελ έρνπλ αξρηθή ζπλάξηεζε, φπσο γηα παξάδεηγκα  ε ζπλάξηεζε  f  κε   

     ηχπν  
0, 0

( )
1, 0

x
f x

x


 


   

    Απνδεηθλχεηαη φηη φιεο νη ζπλερείο ζπλαξηήζεηο έρνπλ αξρηθή ζπλάξηεζε. 

 

 

 

ΠΑΡΑΣΗΡΗ΢Η: 

 

΢πκπιεξσκαηηθά θαιφ είλαη λα ηνλίζνπκε ηε ρξεζηκφηεηα ηεο παξαθάησ εθαξκνγήο, ζηελ επίιπζε 

αζθήζεσλ ζηηο νπνίεο δεηείηαη νπζηαζηηθά ε εχξεζε ηνπ ηχπνπ κηαο ζπλάξηεζεο. 

 

Γίλεηαη κία ζπλάξηεζε  f  γηα ηελ νπνία ηζρχεη φηη:  ( ) ( )f x f x ά x R     . 

Σφηε απνδεηθλχεηαη, κε ηε βνήζεηα ηνπ Θεσξήκαηνο, φηη ε ζπλάξηεζε  
( )
x

f x
c

e
   ( c  ζηαζεξά ). 

Γειαδή: ( ) ( ) ( ) .xf x f x f x c e ά x R         

 

΢ρφιην: 

Δπίζεο ηζρχεη:  ( ) ( ) , ( ) , .xf x f x x R f x c e R          

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΛΤΜΔΝΑ  ΠΑΡΑΓΔΙΓΜΑΣΑ 

 

1.  Θεσξνχκε ηελ παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε  f  κε   
( )

( ) ln , 1,
2

x f x
f x x x


     . 
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    α) Να απνδείμεηε φηη ε ζπλάξηεζε  g  κε  2( ) ( ) lng x f x x    είλαη ζηαζεξή γηα θάζε  x >1. 

    β) Αλ  f (e ) = 3  λα βξείηε ηνλ ηχπν ηεο  f. 

Λχζε 

 

α)  Η  g  είλαη παξαγσγίζηκε κε  

        2 2 2ln
( ) ( )ln 2 ( ) ( ) ( )ln ( )ln ( ) 0 , 1

x
g x f x x f x g x f x x f x x g x x

x
              

     Δπνκέλσο  ( ) , 1g x c x   

 

β) Αθνχ  g (x) = c,  έρνπκε φηη  2( )ln , 1f x x c x     (1) 

    Γηα  x = e  ε  (1)  γίλεηαη  f (e) = c,  δειαδή  c = 3.  

    Έηζη  απφ ηελ  (1)  πξνθχπηεη φηη   2

3
( ) , 1, .

ln
f x x

x
    

 

 

2.  Γίλεηαη ζπλάξηεζε  
3

: ( ) ( ) , .f R R f x f x ά x R            

   Να απνδείμεηε φηη ε  f  είλαη ζηαζεξή ζην  R. 

Λχζε 

 

Έζησ ηπραίν ζεκείν  
3

0 0 0. ( ) ( )x R ό f x f x x x      

Γηα  
2 2 20 0

0 0 0 0

0 0

( ) ( ) ( ) ( )
:

f x f x f x f x
x x ύ x x x x x x

x x x x
 

 
        

 
 

΢χκθσλα κε ην Κξηηήξην Παξεκβνιήο, επεηδή 
0

2

0lim 0
x x

x x


   έπεηαη φηη  
0

0

0

( ) ( )
lim 0
x x

f x f x

x x





.   

 

Γειαδή ε ζπλάξηεζε  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζε ηπραίν ζεκείν ηνπ  R, άξα θαη ζε θάζε ζεκείν ηνπ  R  

θαη κάιηζηα ηζρχεη φηη  ( ) 0f x ά x R     .  

Δπνκέλσο ε  f  είλαη ζηαζεξή ζην  R. 

 

 

3. Γίλεηαη  ε ζπλάξηεζε  f  δχν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην δηάζηεκα  [α ,β]  κε  f ΄΄ (x) > 0  γηα θάζε  x  

   ζην δηάζηεκα  (α ,β), εθηφο ίζσο απφ έλα ζεκείν θαη  f ΄ (α) = f ΄ (β) = 0. 

   Να απνδείμεηε φηη ε  f  είλαη ζηαζεξή ζην  [α ,β]. 

Λχζε 

 

 Η ζπλάξηεζε  f ΄ είλαη γλήζηα αχμνπζα ζην  [α ,β]. 

 Έηζη έρνπκε: 

                       ( ) ( ) 0 ( ) ( ) 0x f x f x f x f                

 

Δπνκέλσο γηα θάζε  x  ζην  [α ,β]  ηζρχεη φηη  f ΄ (x) = 0. 
 

 

 

 

4.  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  f  νξηζκέλε ζην δηάζηεκα   0, ,  κε   3 , (1) 2f x x f   . 

     Να ππνινγίζεηε ηελ ηηκή  f (3). 

Λχζε 

Δπεηδή ε ζπλάξηεζε είλαη ζχλζεηε, πξνζπαζψληαο λα δεκηνπξγήζνπκε ηελ παξάγσγφ ηεο, έρνπκε: 



Πειραματικό Γενικό Λύκειο Ευαγγελικήσ Σχολήσ Σμύρνησ                                                                                                                                       Ανάλυςη 

 

   Άλκησ Τζελέπησ                                                                                                                                                                                                                               50 

   2 3 3 3 4 3 43 3
3 3 ( ) ( )

4 4
x f x x f x x ό f x x c 

       
 

. 

Έηζη γηα  x = 1, έρνπκε φηη  f (1) = 3 / 4 + C  δειαδή  C = 2 – 3 / 4 = 5 / 4 . 

Οπφηε   
4

3 4 3 33 5 3 5
( ) 3 : (3) 3

4 4 4 4
f x x x έ f        

 

 

5.  Γίλεηαη ζπλάξηεζε  f  παξαγσγίζηκε ζην δηάζηεκα  (0 , π / 2 )  πνπ ηθαλνπνηεί ηηο ζπλζήθεο: 

 

f (x) > 0    θαη    f (x) εκx – f ΄ (x) ζπλ x = – f (x) ζπλ x  (1) 

 

    Να βξείηε φιεο ηηο ζπλαξηήζεηο πνπ πιεξνχλ ηηο παξαπάλσ ηδηφηεηεο. 

 

Λχζε 

 

Η ζρέζε  (1)  γίλεηαη    f (x) ( εκ x + ζπλ x ) = f ΄ (x) ζπλ x , νπφηε έρνπκε: 

 

   
( ) ( ) ( )

1 1 ln ( ) ln( )
( ) ( )

f x x f x x
f x x x

f x x f x x

 


 

             

Δπνκέλσο  
ln( )ln ( ) ln( ) ( ) ( )

x
x x c e

f x x x c f x e e f x
x

 


         ,  φπνπ  θ  ζηαζεξά. 

 

 

6.  Γίλεηαη ζπλάξηεζε  f  παξαγσγίζηκε ζην  R  γηα ηελ νπνία ηζρχνπλ φηη  2 f (x) – 2 f ΄ (x) = 1 – x   θαη   

    f (0) = 2. Να βξείηε ηνλ ηχπν ηεο  f. 

Λχζε 

 2 ( ) 2 ( ) 1 2 ( ) 2 ( ) 2 ( ) xf x x f x f x x f x x f x x c e               ( εθαξκνγή ) 

Γηα  x = 0  έρνπκε φηη  c = 4. 

Δπνκέλσο  
1

( ) 2
2

xf x e x   

 

 

7.  Να βξείηε φιεο ηηο θακπχιεο  ς = f (x)  νη νπνίεο ζε θάζε ζεκείν ηνπο  Μ (x , f (x))  έρνπλ εθαπηνκέλε 

     κε ζπληειεζηή δηεχζπλζεο  ι = 2 x – 2 . Πνηα απφ απηέο δηέξρεηαη απφ ην ζεκείν  Α (0 ,1); 

Λχζε 

 

΢χκθσλα κε ηε γεσκεηξηθή εξκελεία ηεο παξαγψγνπ, έρνπκε φηη: 

 2 2( ) 2 2 ( ) 2 ( ) 2f x x f x x x f x x x c
           

Γηα  x = 0  έρνπκε φηη  c = 1 

 

Δπνκέλσο  2( ) 2 1f x x x    
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Α΢ΚΗ΢ΔΙ΢ 

 

Θεώρημα  Rolle  –  Θεώρημα  Μέζης  Σιμής 

 

 

1. Έζησ ζπλάξηεζε f ζπλερήο θαη παξαγσγίζηκε ζην [α, β] θαη (α, β) αληίζηνηρα. Να δεηρζεί φηη: 

η)  Γηα ηε ζπλάξηεζε  G(x) = (x – α )(x – β) )(xfe  ηζρχεη ην Θ. Rolle ζην [α, β] 

ηη) Τπάξρεη  μ(α, β) :  









11

a
f . 

 

2. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε 











,0

,
)( x

x
xf




 
0

0





x

x
        Να δεηρζεί φηη : 

η)  Δθαξκφδεηαη ην Θ. Rolle ζην *,
12

2
,0 Nv
v











 

ηη) Τπάξρεη ζεκείν 
2

0


  vx  ψζηε: 100 xx   

 

3. Έζησ  f, g  ζπλαξηήζεηο ζπλερείο ζην [α, β] θαη παξαγσγίζηκεο ζην (α, β). 

 Αλ είλαη  g(x)  x,0 [α, β]   θαη   g΄(x) ),(,0 ax   θαη  f(β)g(α) – f (α)g(β) = 0,  

λα δεηρζεί φηη ππάξρεη  μ(α, β) :  
 
 

 
 
.









g

f

g

f





 

 

4. Έζησ  f, g  ζπλερείο ζην [α, β] θαη παξαγσγίζηκεο ζην (α, β) θαη ].,[,0)( axxf   

Αλ είλαη     
 
 
,ln




f

af
gag   λα δεηρζεί φηη ππάξρεη  μ(α, β) :  

 
 

 .



g

f

f



 

 

5. Έζησ    324324 1)(   xxxxf . Να δεηρζεί φηη γηα θάζε πξαγκαηηθφ αξηζκφ  κ,  

ε f(x) δελ κπνξεί λα έρεη φιεο ηηο ξίδεο ηεο πξαγκαηηθέο θαη άληζεο. 

 

6. Έζησ  f  δχν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην [1, 2]  θαη    xxf ,0 [1, 2]. Δίλαη αθφκε f (2) = 2f (1). 

η)  Να δεηρζεί φηη ππάξρεη κνλαδηθφ  μ(1,2) ηέηνην ψζηε :   
 





f
f   

ηη) Να δεηρζεί φηη ππάξρεη  μ(1,2) ηέηνην, ψζηε ε εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f  

 ζην ζεκείν (μ,f (μ)) λα δηέξρεηαη απφ ηελ αξρή ησλ αμφλσλ. 

 

7. Γίλεηαη ε .2
223

)( 22
3

axx
ax

xf 










 


 Αλ είλαη  2 + 3

 
α +12 γ = 0, λα δεηρζεί φηη 

ππάξρεη  μ(0,1) ηέηνην, ψζηε ε εθαπηνκέλε ηεο  f  ζην ζεκείν (μ, f (μ)) λα είλαη παξάιιειε ζηνλ 

άμνλα ησλ ρ΄ρ. 

 

8. Να δεηρζεί φηη ε εμίζσζε       xaxxaxxx  22219911993   
 έρεη κνλαδηθή ξίδα ζην R. 
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9. Η  f  είλαη δχν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην [α, β] θαη γ(α, β). Αλ είλαη f (α) = α >0 ,  f (β) = β  θαη  
f (γ) = γ, ηφηε 

η)  Να δεηρζεί φηη ππάξρνπλ  θ, ι (α, β) ηέηνηνη ψζηε λα ηζρχεη: 










)(
)(&

)(
)(

f
f

f
f   

ηη) Αλ ηα ζεκεία  Α (θ, f (θ)), Β (ι, f (ι)), Ο (0,0) είλαη ζπλεπζεηαθά, 

 λα δεηρζεί φηη ππάξρεη  μ(α, β): f ΄΄(μ) = 0. 

 

10. Έζησ  f ,g  ζπλαξηήζεηο κε ηηο ηδηφηεηεο: 

α)  είλαη ζπλερείο ζην [α,β] θαη παξαγσγίζηκεο ζην (α, β) κε  0 < α < β 

β)  f (x)g (x)  x,0 (α,β) 

γ)  β f (α)g (α) – α f (β)g (β) = 0 

Να δεηρζεί φηη ππάξρεη  μ(α, β) :  
 
 

 
 

.
1















g

g

f

f
 

 

11. Έζησ  f  παξαγσγίζηκε ζην [α, β] θαη f (x) 0. 

Να δεηρζεί φηη ππάξρεη  μ(α, β) : 
 
  









 11

af

f
 

 

12. Έζησ f  δχν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην [α, β] θαη γ(α, β). Αλ είλαη f (α) = α, f (β) = β  θαη f (γ) = γ 

λα δεηρζεί φηη ππάξρεη  μ(α,β) :  f ΄΄(μ) = 0. 

 

13. Έζησ  f  ζπλερήο ζην [α, β], παξαγσγίζηκε ζην (α, β) θαη f (α) – f (β) = 22   . 

Να δεηρζεί φηη ππάξρεη  μ(α, β) :  f ΄΄(μ) = 2 μ. 

 

14. Έζησ f ζπλερήο ζην [– α, α ], α > 0 θαη παξαγσγίζηκε ζην (– α, α ).  

Αλ είλαη f (α) – f (– α) = 2
2 , λα δεηρζεί φηη ππάξρεη  μ(– α, α) :  f ΄(μ) +2 μ = α. 

 

15. Έζησ ζπλάξηεζε  f  παξαγσγίζηκε ζην δηάζηεκα  [-π/2, π/2]. Αλ  xxf ,0)( [-π/2, π/2], 

λα δεηρζεί φηη ππάξρεη  μ(-π/2, π/2) ψζηε: 
 
 

)( 







f

f
 

 

16. Έζησ  θ,f  ζπλαξηήζεηο κε ηηο εμήο ηδηφηεηεο: 

η)    είλαη παξαγσγίζηκεο ζην [α, β] 

ηη)   f (α ) = f (β) = 0 

ηηη) ],[),()()()(   xxxfxxf  

Να απνδεηρζεί φηη: 

α)  θ(α) θ(β)  0 

β)  ε ζπλάξηεζε  θ  έρεη κία ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην δηάζηεκα  (α, β). 

 

17. Έζησ ζπλάξηεζε  f  παξαγσγίζηκε ζην [α, β], κε  0 < α < β. 

Αλ  α f (β) – β f (α) = 0, λα δεηρζεί φηη ππάξρεη ζεκείν Μ ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f,  

έηζη ψζηε ε εθαπηνκέλε ζην Μ λα δηέξρεηαη απφ ηελ αξρή ησλ αμφλσλ. 

 

18. Έζησ  f, g  ζπλαξηήζεηο ζπλερείο ζην [α, β] θαη παξαγσγίζηκεο ζην (α. β). 

Να δεηρζεί φηη ππάξρεη  μ ζην (α, β), ηέηνηνο ψζηε:  
)(

)(





g

f
  

)(

)(





g

f




 + 

)(

)(





g

f




  

)(

)(

ag

af
 = 0. 
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19. Έζησ  f  ζπλερήο ζην [α, β] θαη παξαγσγίζηκε ζην (α, β). 

 Να δεηρζεί φηη ππάξρεη  μ  ζην (α, β):  









11

)(
a

fc   γηα θάζε ζηαζεξά  c. 

20. Έζησ  f  ζπλερήο ζην [0, π] θαη παξαγσγίζηκε ζην (0, π).  

Να δεηρζεί φηη ππάξρεη  μ  ζην (0, π):  f ΄(μ) = ζθμ. 

 

21. Έζησ  f  ζπλερήο ζην [α, β], παξαγσγίζηκε ζην (α, β), κε  f (α ) = f (β ) = 0. Να δεηρζεί φηη ε 

ζπλάξηεζε g κε g (x) = f ΄(x) – c f (x), έρεη κία ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην (α, β), γηα θάζε ζηαζεξά c. 

 

22. Έζησ ζπλάξηεζε  0,2)( 234   axxxxaxf . Αλ ε ζπλάξηεζε έρεη ηξία 

δηαθνξεηηθά ηνπηθά αθξφηαηα, λα δεηρζεί φηη   a83 2  . 

 

23. Να δεηρζεί φηη ην πνιπψλπκν  Rxxxxf  ,532)( 4   έρεη δχν πξαγκαηηθέο θαη άληζεο ξίδεο. 

 

24. Έζησ ζπλάξηεζε  f  κε ηηο ηδηφηεηεο: 

η)    είλαη δχν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην [α, β] 

ηη)   γηα θάζε x ζην [α, β] ηζρχεη: 0)()(  xfxf  

ηηη)  f (α ) f ΄( β ) – f ΄( α ) f ( β ) = 0 

Να δεηρζεί φηη: 

α) Τπάξρεη  μ  ζην (α, β) ηέηνην ψζηε:   )()()(
2

 fff   

β) Τπάξρνπλ ),(, 21  a :  .0)()()()( 2211   ffff  

 

25. Η  f  είλαη ζπλερήο ζην [α, β], παξαγσγίζηκε ζην (α, β), κε  αf (β) = βf (α), φπνπ α, β κε κεδεληθνί. 

Να δεηρζεί φηη: 

α) Γηα ηε ζπλάξηεζε κε ηχπν 









xa

fxfaf
xg

)()()(
)(   εθαξκφδεηαη ην Θ. Rolle ζην [α, β] 

β) Τπάξρεη  μ  ζην (α, β):  










a

ffaf
f

)()()(
)(  

 

26. Έζησ  f  ζπλερήο ζην [α, β], παξαγσγίζηκε ζην (α, β), κε f (α) = β, f (β) = α. 

Να δεηρζεί φηη ππάξρεη  μ  ζην (α, β):  f ΄(μ) = – 1 . 

 

27. Έζησ  f  ζπλερήο ζην [0,1], παξαγσγίζηκε ζην (0,1), κε f (0) =1 θαη f (1) = 3.  

Να δεηρζεί φηη ππάξρεη  μ  ζην (0,1):  f ΄(μ) = π εκ(πμ). 

 

28. Έζησ  f, g ζπλερείο ζην [α, β], παξαγσγίζηκεο ζην (α, β) θαη ).,(,0)( axxg   

Να δεηρζεί φηη ππάξρεη  μ  ζην (α, β):  
)(

)(

)()(

)()(









g

f

agg

aff









 

 

29. Έζησ  f  δχν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην [1,3], κε  2f (2) = f (1) + f (3). 

Να δεηρζεί φηη ππάξρεη  μ ζην (1,3):  f ΄΄(μ) = 0. 

 

30. Έζησ  f  ζπλερήο ζην [1,4], παξαγσγίζηκε ζην (1,4) θαη f ΄ γλήζηα θζίλνπζα ζην (1,4). 

Να ζπγθξίλεηε ηνπο αξηζκνχο  f (2) + f (3)  θαη  f (1) + f (4). 

 

31. Έζησ f  ζπλερήο ζην [1, 3], παξαγσγίζηκε ζην (1, 3), κε 1
3

)3(
)1( 

f
f . Να δεηρζεί φηη ππάξρνπλ 

ζεκεία  α, β ζην δηάζηεκα  (1, 3) κε 1 < α < 2 < β < 3, ηέηνηα ψζηε λα ηζρχεη: f ΄(α) + f ΄(β) = 2. 
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32. Έζησ f  παξαγσγίζηκε κε  f ΄(x) – 2 f (-x) = 0 γηα θάζε πξαγκαηηθφ αξηζκφ. 

η)  Να δεηρζεί φηη ε ζπλάξηεζε κε ηχπν )()()( 22 xfxfxg   είλαη ζηαζεξή ζην R. 

ηη) Αλ f (0) = 4 λα βξείηε ηνλ ηχπν ηεο g. 

 

33. Έζησ g  παξαγσγίζηκε κε   )( xeg   θαη g (1) =1. Να ππνινγηζζεί ην g (π). 

 

34. Έζησ f νξηζκέλε ζην  ,0  θαη γηα θάζε  α, β > 0 ηζρχεη φηη f (α β) = α f (β) +β f (α). Να δεηρζεί:  

η)  f (1) = 0 

ηη) Αλ ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην 1 κε f ΄(1) = 2002, λα δεηρζεί φηη ε f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην   

 ,0  θαη γηα θάζε  x > 0 ηζρχεη:     xxfxfx 2002  

ηηη) Να πξνζδηνξίζεηε ηελ f (x) 

 

35. Έζησ f : RR  ε νπνία ηθαλνπνηεί ηηο ζπλζήθεο: 

Α)       Raaefafaf a   ,,12  

Β)   10 f  

Να δεηρζεί φηη ε f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην R θαη ζηε ζπλέρεηα λα βξείηε ηνλ ηχπν ηεο. 

 

36. Έζησ f  παξαγσγίζηκε ζην  ,0  κε  f ΄ γλήζηα θζίλνπζα ζην  .,0   

η)  Να δεηρζεί φηη  .1),1()()()()1(  xxfxfxfxfxf  

ηη) Αλ  Rxf
x




)(lim  λα δεηρζεί φηη  .0)(lim 


xf
x

 

 

37. Έζησ f  ζπλερήο ζην [α, β] θαη παξαγσγίζηκε ζην (α, β) κε )()( faf  . Να δεηρζεί φηη: 

η)  Η εμίζσζε  )()()(2 fafxf   έρεη κία ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην (α, β). 

ηη) Τπάξρνπλ δχν ηνπιάρηζηνλ ζεκεία    ,, 21 a  έηζη ψζηε: 
 1

1

f   
 
   aff

a

f 













21

2

. 

 

38. Έζησ f ζπλερήο ζην [0, 1], παξαγσγίζηκε ζην (0, 1)  θαη f (1) = f (0) +c.  

Να δεηρζεί φηη ππάξρεη  μ ζην (0, 1): f ΄(μ) = c. 

 

39. Έζησ f ζπλερήο ζην [α, β], παξαγσγίζηκε ζην (α, β) θαη .)(,)( 22 afaf   Να δεηρζεί φηη 

ππάξρεη ζεκείν Μ ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f, φπνπ ε εθαπηνκέλε ηεο λα είλαη θάζεηε ζηελ 

επζεία  (ε):     .,022   aaaxa  

 

40. Έζησ f ζπλερήο ζην [α, β], παξαγσγίζηκε ζην (α, β) θαη     ., 22 afaf    

Να δεηρζεί φηη ππάξρεη  μ  ζην (α, β):       af
2

1
 

 

41. Έζησ f παξαγσγίζηκε κε f ΄ γλήζηα αχμνπζα ζην R. Να δεηρζεί φηη ε εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο 

παξάζηαζεο ηεο f ζην ζεκείν Α  )(, 00 xfx , δελ έρεη άιιν θνηλφ ζεκείν κε ηε fC  δηαθνξεηηθφ  

ηνπ Α. 

 

42. Έζησ f, g ζπλαξηήζεηο γηα ηηο νπνίεο ηζρχνπλ: 

Α) f ΄(x) – g (x) = 0  θαη  g ΄(x) – f (x) = 0  γηα θάζε πξαγκαηηθφ αξηζκφ x. 

Β) f (0) =1  θαη  g (0) =0 

Γ) g (α) 0  γηα θάπνην  α 0  

 

 

Να δεηρζεί φηη: 



Πειραματικό Γενικό Λύκειο Ευαγγελικήσ Σχολήσ Σμύρνησ                                                                                                                                       Ανάλυςη 

 

   Άλκησ Τζελέπησ                                                                                                                                                                                                                               55 

η)  Η ζπλάξηεζε     RxxgxfxF  ,)( 22  είλαη ζηαζεξή 

ηη) Αλ γηα ηνπο πξαγκαηηθνχο αξηζκνχο θ, ι  ηζρχεη φηη Rxxgxf  ,0)()(  ,  

ηφηε λα δεηρζεί φηη θ = ι = 0. 

 

43. Έζησ f, g  δχν θνξέο παξαγσγίζηκεο γηα ηηο νπνίεο ηζρχεη φηη )()()( xgexgxg x   θαη 

)()()( xfexfxf x   γηα θάζε πξαγκαηηθφ αξηζκφ. Να δεηρζεί φηη ε ζπλάξηεζε 

)()()()()( xgxfxgxfxF   είλαη ζηαζεξή ζην R. 

 

44. Να βξεζεί ζπλάξηεζε f  γηα ηελ νπνία ηζρχνπλ: f ΄΄(x) =0, x R  θαη  f (0) =2000,  f (1) =2001 

 

45. Να βξείηε ζπλάξηεζε g  παξαγσγίζηκε γηα ηελ νπνία ηζρχνπλ: 

1)0(&),()()(  gRxxxexgxg x   

 

46. Να βξείηε ζπλάξηεζε f  παξαγσγίζηκε ζην (0, π), πνπ ηθαλνπνηεί ηηο ζρέζεηο: 

α) Rxxf  ,0)( ,    β)  1
2









f ,   γ)    ,0,)()()(  xxexfxxfxxf x  

 

47. Έζησ g  παξαγσγίζηκε ζην  ,0  κε   0,2 32  xxxg  θαη g (1) =1. Να βξεζεί ην g (16). 

 

48. Έζησ g  παξαγσγίζηκε ζην  ,0  κε 
e

e
g


)1(  θαη   xxxxgx   ln   

Να βξεζεί ην g (π). 

 

49. Έζησ f  νξηζκέλε ζην  ,0  πνπ ηθαλνπνηεί ηε ζρέζε )()()(  fafaf   κε α, β > 0. 

Να δεηρζεί φηη:  

 η)  f (1) =0   

 ηη)  0),(
1









xxf

x
f    

ηηη) Αλ ε f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην  x = e  κε  f ΄(e) =  1/e,  ηφηε ε f  είλαη παξαγσγίζηκε  

ζε φιν ην πεδίν νξηζκνχ ηεο θαη λα βξείηε ηνλ ηχπν ηεο. 

 

50. Έζησ f  παξαγσγίζηκε ζην R, πνπ ηθαλνπνηεί ηηο ζπλζήθεο:                                                                

f(0) = α  θαη Rxaxfaxf  ,0),()( 2 .  

Να δεηρζεί φηη ε  G(x) = f (x) f (– x )  είλαη ζηαζεξή θαη λα βξεζεί ν ηχπνο ηεο G. 

 

51. Έζησ f  ζπλερήο ζην [α, β], παξαγσγίζηκε ζην (α, β) θαη f (x) > 0 γηα θάζε  x  ζην [α, β]. 

Να δεηρζεί φηη ππάξρεη  μ  ζην (α, β):  
 

 
 




 f

f
a

efaf




 )()(  

 

52. Έζησ f δχν θνξέο παξαγσγίζηκε, κε    xxfxfxfxf ),()(2)()(
2

 θαη f (0)=f ΄(0)=0. 

Να δεηρζεί φηη: 

 η)  Η   xexfxfxG  22 )]([)]([)(  είλαη ζηαζεξή ζην R 

 ηη) Η f είλαη ζηαζεξή ζην R. 

 

 

 

53. Έζησ  f :   ,0  ε νπνία ηθαλνπνηεί ηηο ζπλζήθεο: 

Α)  f (α β) = f (α) f (β), γηα θάζε α > 0, β > 0 
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Β)  0,0)(  xxf  

Γ)  f ΄(1)=2001 

Να δεηρζεί φηη ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην Πεδίν Οξηζκνχ ηεο θαη λα βξείηε ηνλ ηχπν ηεο. 

 
54. Έζησ ζπλάξηεζε f κε f (α +β) = f (α) + f (β) + α β ,  α, β πξαγκαηηθνί θαη f ΄(0) =2.  

Να δεηρζεί φηη ε f είλαη παξαγσγίζηκε θαη λα βξεζεί ν ηχπνο ηεο. 

 

55. Η ζπλάξηεζε f  είλαη ζπλερήο ζην [α, β], παξαγσγίζηκε ζην (α, β), κε f (α) = β  θαη  f (β) = α.  

Να δεηρζεί φηη ππάξρνπλ ζεκεία  u, v ζην (α, β), ψζηε:  f ´(u) + f ΄(v) + 2 = 0. 

 

56. H f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην [α, β], κε f (x) > 0  γηα θάζε  x  ζην [α, β]. 

Να δεηρζεί φηη ππάξρνπλ 210 ,, xxx (α, β), ηέηνηα ψζηε:  
)(

)(
2

)(

)(

)(

)(

0

0

2

2

1

1

xf

xf

xf

xf

xf

xf 






 

 

57. Η f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην R, κε        ,,3 322 xxaxxfxf .  

Να δεηρζεί φηη ε f  είλαη ζηαζεξή. 

 

58. η) Η f ΄ είλαη ζπλερήο ζην [α, β] θαη γηα θάπνην  γ ζην (α, β) ηζρχεη  
a

affff
















 )()()()(
.  

Να δεηρζεί φηη ππάξρεη  μ ζην (α, β) ηέηνην ψζηε f ΄΄(μ) = 0. 

ηη) Η f  είλαη ηξεηο θνξέο παξαγσγίζηκε ζην R θαη ηζρχεη φηη    Rxxfxxf  ,)(1)(2 . 

 Να δεηρζεί φηη ε f ΄΄ είλαη ζηαζεξή ζην R. 

 

59. Έζησ f  παξαγσγίζηκε ζην [α, β] θαη f ΄(x) 0  γηα θάζε x ζην (α, β). 

Να δεηρζεί φηη ππάξρνπλ 21 ,,  (α, β), έηζη ψζηε:  )()()(2 21  fff   

 

60. Έζησ 9)( 2  xxf  θαη g ΄(x) = f ΄(x) γηα θάζε x ζην R. Αλ g (4) = 11 λα βξεζεί ε g (x). 

 

61. Έζησ ζπλάξηεζε f  νξηζκέλε ζην (0,2), κε   x f ΄(x) = f (x) + 2x ( x + f (x))  θαη f (1) = 1. 

Να δεηρζεί φηη ε ζπλάξηεζε g, κε   


xxfx
x

e
xg

x

,)()(
2

(0,2)  είλαη ζηαζεξή  

θαη ζηε ζπλέρεηα λα βξεζεί ν ηχπνο ηεο f. 

 

62. Έζησ f  παξαγσγίζηκε ζην [0,1] κε f (0) = 0, f (1) = 1. Να δεηρζεί φηη: 

η)  ππάξρεη  μ  ζην (0,1):  f (μ) = 1 – μ  

ηη) ππάξρνπλ  α, β  ζην (0,1):  f ΄(α) f ΄(β) = 1. 

 

63. Έζησ f  δχν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην [α, β], κε f (α) = f (β) = 0 θαη ππάξρεη c ζην (α, β)  

ηέηνην ψζηε f (c) > 0. Να δεηρζεί φηη ππάξρεη  μ  ζην (α, β):  f ΄΄(μ) < 0. 

 

64. Έζησ f δχν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην [α, β], κε f (α) > 0 θαη f (β) = f ΄(β) = 0.  

Να δεηρζεί φηη ππάξρεη  μ  ζην (α, β):  f ΄΄(μ) > 0. 

 

 

 

 

65. Έζησ ζπλάξηεζε f  ζπλερήο ζην  ,0 , κε f (0) = 0 γηα ηελ νπνία ηζρχνπλ: 

f  παξαγσγίζηκε ζην  ,0   θαη ε f ΄ είλαη γλήζηα αχμνπζα. Να δεηρζεί φηη: 

η)   f (x) = x f ΄(ζ x),  0 < ζ < 1 
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ηη)  f (x) < x f ΄(x) 

ηηη)  Η ζπλάξηεζε  
x

xf
xg

)(
)(    είλαη γλήζηα αχμνπζα. 

 

66. Έζησ f : [0,1]   κε ζπλερή παξάγσγν θαη f (x) > 0. Να δεηρζεί φηη: 

η)  ππάξρνπλ  M, m  ηέηνηα ψζηε:  ,)( mxf   γηα θάζε  x  ζην [0,1] 

ηη) αλ επηπιένλ ηζρχεη  f (0) = 0, λα δεηρζεί φηη  mxxf )(  

 

67. Αλ ηζρχνπλ  x f ΄(x) = (x +1) f (x),  x > 0,  f (1) = e, ηφηε λα βξεζεί ν ηχπνο ηεο f. 

 

68. Έζησ f, g  ζπλαξηήζεηο γηα ηηο νπνίεο ηζρχνπλ: 

 f ΄(x) = f (x) + g (x),   g ΄(x) = g (x) – f (x)   θαη  f (0 ) = 0,  g (0) = 1.  

Να δεηρζεί φηη: 

η) Η ζπλάξηεζε     22
)()()( xxgexxfexF xx      είλαη ζηαζεξή. 

ηη) Να βξεζνχλ νη  f (x) , g (x). 

 

69. Έζησ f παξαγσγίζηκε ζην [α, β], κε ζπλερή παξάγσγν ζην [α, β]. Δπίζεο ηζρχνπλ  f (α) = f (β) = 0 

θαη φηη ε f  αιιάδεη πξφζεκν ζην [α, β].  

Να δεηρζεί φηη ε ζπλάξηεζε g, κε  g (x) = f ΄(x) +2 f (x)  έρεη κία ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην [α, β].                            

( Τπφδεημε: Οξίδνπκε ζπλάξηεζε )()( 2 xfexh x  ) 

 

70. Η ζπλάξηεζε f  είλαη δχν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην [α, β] θαη ηζρχνπλ:  

f ΄(α) = f ΄(β) = 0   θαη   f ΄΄(x)  x,0 [α, β] 

Να δεηρζεί φηη ε f  είλαη ζηαζεξή ζην [α, β]. 
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ΔΝΟΣΗΣΑ 8η:  

ΜΟΝΟΣΟΝΙΑ – ΑΚΡΟΣΑΣΑ 

 

Α΢ΚΗ΢ΔΙ΢ 

1. Να εμεηαζηνχλ νη ζπλαξηήζεηο σο πξνο ηε κνλνηνλία ηνπο: 

               
 

 
                                                 

2. Να εμεηαζηνχλ νη ζπλαξηήζεηο σο πξνο ηε κνλνηνλία ηνπο: 

              
 
                               

 
           

3. Να βξεζνχλ ηα δηαζηήκαηα κνλνηνλίαο ησλ ζπλαξηήζεσλ: 

                                            
           

                  
   

4. Γίλεηαη ζπλάξηεζε  f , παξαγσγίζηκε θαη γλήζηα κνλφηνλε ζην δηάζηεκα         .  

Να απνδείμεηε φηη δελ ππάξρεη δηάζηεκα                           , ηέηνην ψζηε γηα θάζε  

        λα ηζρχεη          

5. α) Αλ νη ζπλαξηήζεηο  f, g  έρνπλ δηαθνξεηηθφ είδνο κνλνηνλίαο, λα απνδείμεηε φηη 

νη γξαθηθέο ηνπο παξαζηάζεηο έρνπλ έλα ην πνιχ θνηλφ ζεκείν 

β) Να απνδείμεηε φηη νη ζπλαξηήζεηο                                έρνπλ  

αθξηβψο έλα θνηλφ ζεκείν 

6. Να απνδείμεηε ηηο αληζνηηθέο ζρέζεηο: 

α)    
   

   
     

  

 
               

β)        
 

 
             

γ)                             

7. Αλ                       ,  λα απνδείμεηε φηη:      
   

 
             

8. Έζησ    ζπλερήο ζην δηάζηεκα  [α,β]  θαη παξαγσγίζηκε ζην  (α, β). Δπηπιένλ ε     είλαη γλήζηα 

θζίλνπζα ζην  (α,β)  θαη ε                       
         

   
              

Να απνδείμεηε φηη:   
         

   
   

         

   
 

9. Έζησ ζπλάξηεζε    πνπ ηθαλνπνηεί ηηο πξνυπνζέζεηο ηνπ Θ. Rolle ζην δηάζηεκα [α,β]. Αλ ε     είλαη 

γλήζηα αχμνπζα ζην (α,β), λα απνδείμεηε φηη γηα θάζε                            

10. Να εμεηαζηνχλ νη ζπλαξηήζεηο σο πξνο ηε κνλνηνλία ηνπο: 

α)                

β)         
                  

γ)                                  
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11. Έζησ ζπλάξηεζε   , κε                     

Να βξεζνχλ ηα δηαζηήκαηα κνλνηνλίαο ηεο 

12. Έζησ ζπλάξηεζε   , κε       
   

       
          

α) Να κειεηήζεηε ηε κνλνηνλία ηεο ζπλάξηεζεο 

β) Να απνδείμεηε φηη:                                   

13. Έζησ ζπλάξηεζε   , παξαγσγίζηκε ζην δηάζηεκα                                         

α) Να απνδείμεηε φηη:                          

β) Να βξείηε ην       
    

       

14. α) Να απνδείμεηε φηη:                      

β) Να κειεηήζεηε ηε κνλνηνλία ηεο ζπλάξηεζεο       
   

   
  

γ) Να βξείηε ηνλ                                                   

15. Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο  f, g  παξαγσγίζηκεο ζην  R, κε                    . 

Αλ ππάξρεη                        ,  λα απνδείμεηε φηη: 

α)                                   

β)                                   

16. Έζησ ζπλάξηεζε                                                         

Να απνδείμεηε φηη                            

17. Έζησ ζπλάξηεζε  f,  παξαγσγίζηκε ζην δηάζηεκα         κε                              

α) Να κειεηήζεηε ηε κνλνηνλία ηεο ζπλάξηεζεο                 

β) Να απνδείμεηε φηη                 

γ) Αλ         ,  λα απνδείμεηε φηη ππάξρεη                         

18. Έζησ ζπλάξηεζε  f, νξηζκέλε θαη δχν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην δηάζηεκα      .  

Αλ                        , λα απνδείμεηε φηη            

19. α) Να βξείηε ηα αθξφηαηα ηεο ζπλάξηεζεο        
  

  
               

β) Να απνδείμεηε φηη γηα θάζε      ηζρχεη:       
   

 
 
 

         

20. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε                         ζέζε ηνπηθνχ αθξφηαηνπ ηεο ζπλάξηεζεο.  

Να απνδείμεηε φηη απφ ην ζεκείν               δηέξρνληαη ηξεηο εθαπηφκελεο ηεο      

21. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε              
    

 
   

        

  
        . 

Να απνδείμεηε φηη: 

α) Η ζπλάξηεζε έρεη δχν δηαθνξεηηθά ηνπηθά αθξφηαηα γηα θάζε      

β) Αλ                                  , ηφηε ην εκβαδφλ ηνπ ηξηγψλνπ  ΑΟΒ  είλαη αλεμάξηεην 

απφ ην  ι 
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22. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε                    κε ξίδεο           

α) Να απνδείμεηε φηη ε ζπλάξηεζε έρεη δχν ηνπηθά αθξφηαηα 

β) Αλ ε ζπλάξηεζε έρεη ζην ζεκείν  μ  ηνπηθφ αθξφηαην, ηφηε   
 

    
 

 

    
 

 

    
   

23. Να βξείηε ηα ηνπηθά αθξφηαηα ησλ ζπλαξηήζεσλ: 

                                     
      

   
                               

                                                                                

              
 

                                  
  

   
                                                                                                 

           
             
              

  

24. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε                              

Να βξείηε γηα πνηα ηηκή ηνπ  α, ην άζξνηζκα ησλ ηεηξαγψλσλ ησλ ξηδψλ ηεο  f  είλαη ειάρηζην 

25. Να βξείηε ηα αθξφηαηα ηεο ζπλάξηεζεο:  

                                           

26. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε                           θαη ηα         είλαη ζέζεηο ηνπηθψλ 

αθξνηάησλ ηεο. Να απνδείμεηε φηη ε απφζηαζε ησλ ζεκείσλ                                 

είλαη αλεμάξηεηε ηνπ  ι 

27. Αλ                        λα βξείηε ην κέγηζην ηεο παξάζηαζεο:             

28. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε                                

Να απνδείμεηε φηη: 

α) Η ζπλάξηεζε έρεη ηνπηθφ κέγηζην ζην       

β)                    

γ)                                                   

29. Αλ              ζεηηθνί αξηζκνί, κε     
    

      
                  ,  

λα απνδείμεηε φηη:             

30. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε       
  

 
                 θαη ην ζεκείν ηεο  Μ(x,ς). Απφ ην  Μ  θέξλνπκε 

παξάιιειεο επζείεο πξνο ηνπο άμνλεο, νη νπνίεο ηέκλνπλ ηελ επζεία  ς = 2 – x  ζηα ζεκεία  Α  θαη  Β 

α) Να βξείηε ηελ ειάρηζηε ηηκή ηνπ εκβαδνχ ηνπ ηξηγψλνπ  ΑΜΒ 

β) Να βξείηε ζεκείν  Ρ  ηεο    , πνπ ε απφζηαζή ηνπ απφ ηελ επζεία  ς = – x  λα είλαη ειάρηζηε 

31. Έζησ ε ζπλάξηεζε       
  

 
                

Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο    , ηεο νπνίαο ην ηκήκα πνπ βξίζθεηαη κεηαμχ ησλ  

Ox, Ος  λα έρεη ην κηθξφηεξν δπλαηφ κήθνο 
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32. Έζησ ε ζπλάξηεζε                        

Να βξείηε ηα  α, β  ψζηε ην Πεδίν Οξηζκνχ ηεο ζπλάξηεζεο λα είλαη δηάζηεκα  Γ  πιάηνπο  2   

θαη ε ζπλάξηεζε λα έρεη ηνπηθφ αθξφηαην ίζν κε  1. 

33. Να απνδείμεηε φηη γηα θάζε                                           έρεη  

έλα ηνπιάρηζηνλ ηνπηθφ ειάρηζην 

34. Έζησ ε ζπλάξηεζε                             θαη ηα         είλαη ζέζεηο ηνπηθψλ 

αθξνηάησλ ηεο  f.  

Να απνδείμεηε φηη ε επζεία πνπ δηέξρεηαη απφ ηα ζεκεία                            

είλαη θάζεηε ζηελ επζεία κε εμίζσζε             

35. Έζησ ε ζπλάξηεζε                          .  

Αλ ηα          είλαη ξίδεο ηεο εμίζσζεο         , ηφηε: 

α) Να απνδείμεηε φηη                     (1) 

β) Πνην είλαη ην ζπκπέξαζκα πνπ πξνθχπηεη απφ ηελ  (1), φζνλ αθνξά ζηα ηνπηθά αθξφηαηα ηεο  f; 

36.  Η ζπλάξηεζε  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην δηάζηεκα  (α,β)  θαη έρεη ζηα                         

ηνπηθφ κέγηζην. Να απνδείμεηε φηη ππάξρεη            , ηέηνην ψζηε ε ζπλάξηεζε λα έρεη ζην     

ηνπηθφ ειάρηζην 

37. Έζησ ε ζπλάξηεζε             

α) Να κειεηεζεί ε  f  σο πξνο ηε κνλνηνλία ηεο 

β) Να απνδείμεηε φηη      
 

 
 

 

 
         

38. Να κειεηεζεί ε κνλνηνλία ηεο ζπλάξηεζεο                                         

39. Έζησ ε ζπλάξηεζε         
 

   
          

Να βξείηε ην  α, έηζη ψζηε ε ηηκή γηα ηελ νπνία ε ζπλάξηεζε παξνπζηάδεη ηνπηθφ ειάρηζην, 

λα είλαη δηπιάζηα απφ ηελ ηηκή ηνπ  x γηα ηελ νπνία ε ζπλάξηεζε παξνπζηάδεη ηνπηθφ κέγηζην 

40. Έζησ       
 

 
 
 

 
     παξαγσγίζηκε, γηα ηελ νπνία ηζρχνπλ: 

                              

Να απνδείμεηε φηη          

41. α) Να απνδείμεηε φηη                

β) Έζησ                             

i)  Να βξείηε ην Πεδίν Οξηζκνχ ηεο ζπλάξηεζεο 

ii) Να κειεηεζεί ε ζπλάξηεζε σο πξνο ηε κνλνηνλία θαη ηα αθξφηαηα ηεο 

42. α) Να απνδείμεηε φηη                  

β) Να απνδείμεηε φηη ε ζπλάξηεζε       
       

   
          είλαη γλήζηα θζίλνπζα ζην  

δηάζηεκα  (0, α) 
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43. α) Αλ αιεζεχεη ε ζρέζε                         , λα απνδείμεηε φηη  α = 1 

β) Αλ ε ζπλάξηεζε  f  είλαη παξαγσγίζηκε θαη ηζρχεη                                  ,  

λα απνδείμεηε φηη         

44. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε       
   

 
          

 

 
  

α) Να κειεηεζεί ε κνλνηνλία ηεο ζπλάξηεζεο 

β) Αλ  0 < α < β < 
 

 
 , λα απνδείμεηε φηη  

   

   
 

 

 
  

45. Να ιπζνχλ νη εμηζψζεηο: 

                                                                        

46. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε                

Να απνδείμεηε φηη ε εμίζσζε         έρεη δχν κφλν ξίδεο, πξαγκαηηθέο θαη άληζεο 

47. α) Αλ                       , λα απνδείμεηε φηη νη        έρνπλ έλα ην πνιχ θνηλφ ζεκείν 

β) Να απνδείμεηε φηη νη ζπλαξηήζεηο                                έρνπλ 

έλα κφλν θνηλφ ζεκείν, ην νπνίν βξίζθεηαη ζηνλ άμνλα  ς΄ς 

48. α) Να κειεηεζεί ε κνλνηνλία ηεο ζπλάξηεζεο          
 

   

β) Να απνδείμεηε φηη                  

49. α) Να απνδείμεηε φηη            γηα θάζε     

β) Να απνδείμεηε φηη ε εμίζσζε               έρεη κνλαδηθή ξίδα ηελ  x = 0 

50. α) Να κειεηεζεί ε κνλνηνλία ηεο ζπλάξηεζεο          
 

 
    

 

 
                      

β) Να απνδείμεηε φηη   
  

 
 
 

     

51. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε                                    

Να απνδείμεηε φηη γηα θάζε       ε ζπλάξηεζε δελ κπνξεί λα έρεη δχν δηαθνξεηηθέο ζέζεηο 

ηνπηθψλ αθξφηαησλ  

52. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε       
   

 
  

α) Να κειεηεζεί ε ζπλάξηεζε σο πξνο ηε κνλνηνλία θαη ηα αθξφηαηα  

β) Να απνδείμεηε φηη                 

γ) Να απνδείμεηε φηη                             

δ) Να απνδείμεηε φηη γηα θάζε  x > 0  ηζρχεη:                 

΢ηε ζπλέρεηα λα απνδείμεηε φηη ε εμίζσζε         έρεη δχν αθξηβψο ξίδεο, ηηο            

53. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε                         

Να βξείηε γηα πνηα ηηκή ηνπ  κ, ε κέγηζηε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο, είλαη ε ειάρηζηε δπλαηή 
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54. Έζησ  f  παξαγσγίζηκε ζην   θαη γηα θάζε       ηζρχεη:                          

Να απνδείμεηε φηη ε ζπλάξηεζε δελ έρεη ηνπηθά αθξφηαηα 

55. Θεσξνχκε ηηο παξαγσγίζηκεο ζπλαξηήζεηο  f, g , ζην δηάζηεκα        , γηα ηηο νπνίεο ηζρχεη:  

                             

Να απνδείμεηε φηη                             

56. Να απνδείμεηε φηη: 

α)                                β)        
  

 
          

57. Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε                           

α) Να κειεηεζεί σο πξνο ηε κνλνηνλία θαη ηα αθξφηαηα 

β) Αλ ην      είλαη ζέζε ηνπηθνχ αθξφηαηνπ ηεο  f, λα βξεζεί ν γεσκεηξηθφο ηφπνο 

 ησλ ζεκείσλ               

58. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε            θαη  έζησ (ε)  ε εθαπηνκέλε ηεο     ζην ζεκείν  

                . Δπηπιένλ  ζ  είλαη ε γσλία πνπ ζρεκαηίδεη ε  (ε)  κε ηελ επζεία  ΜΟ,  

φπνπ  Ο  ε αξρή ησλ αμφλσλ. Να εθθξάζεηε ηελ  εθζ  σο ζπλάξηεζε ηνπ  α  θαη λα βξείηε ηε 

κέγηζηε ηηκή ηεο  εθζ, φηαλ ην  α  κεηαβάιιεηαη. 

59. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε                    

α) Να απνδείμεηε φηη γηα θάζε      , νη αξηζκνί                         είλαη  

αληίζηξνθνη θαη ζεηηθνί 

β) Να κειεηεζεί ε ζπλάξηεζε σο πξνο ηε κνλνηνλία, ηα αθξφηαηα θαη λα βξεζεί 

ην ζχλνιν ηηκψλ ηεο 

γ) Αλ             , λα κειεηεζεί ε  g  σο πξνο ηε κνλνηνλία θαη λα απνδείμεηε φηη είλαη 

αληηζηξέςηκε 

60. Γίλεηαη ζπλάξηεζε f, δχν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην R, κε                            

Να κειεηεζεί ε  f  σο πξνο ηε κνλνηνλία ηεο 

61. Αλ                        , λα απνδείμεηε φηη γηα θάζε  x > 0  ηζρχεη:              

62. Έζησ                                           

Να απνδείμεηε φηη          γηα θάζε          

63. Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο  f, g  γηα ηηο νπνίεο ηζρχνπλ: 

                               γηα θάζε      

Να απνδείμεηε φηη: 

α)                              θαη     β)                          

64. Γίλεηαη ζπλάξηεζε  f, κε                         θαη  Ρ  έλα ζεκείν ηεο    .  

Καηαζθεπάδνπκε ην νξζνγψλην  ΟΑΡΒ, φπνπ  Ο  ε αξρή ησλ αμφλσλ θαη  Α, Β  ζεκεία ζηνπο 

άμνλεο. Να βξείηε ηε ζέζε ηνπ  Ρ, έηζη ψζηε ην εκβαδφλ ηνπ  ΟΑΡΒ  λα είλαη κέγηζην 
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65. Γηα ηε ζπλάξηεζε  f, ηζρχεη        
     

 
         

α) Να απνδείμεηε φηη ε ζπλάξηεζε                είλαη ζηαζεξή 

β) Αλ           , λα απνδείμεηε φηη ε  f  είλαη γλήζηα θζίλνπζα 

66. Έζησ ζπλάξηεζε  f, παξαγσγίζηκε, έηζη ψζηε                    
                      

Να απνδείμεηε φηη ε  f  δελ παξνπζηάδεη αθξφηαηα 

67. Να απνδείμεηε φηη ε εμίζσζε                               έρεη κία κφλν ιχζε 

68. Γίλεηαη ζπλάξηεζε  f, νξηζκέλε θαη παξαγσγίζηκε ζην δηάζηεκα  [0,6]. Η γξαθηθή ηεο παξάζηαζε 

δηέξρεηαη απφ ην ζεκείν  Α(0,1)  θαη ηζρχεη φηη                     . 

Να απνδείμεηε φηη: 

α)  Η ζπλάξηεζε            
  

 
  είλαη γλήζηα αχμνπζα ζην  [0,6] 

β)                    

γ)  Σν ζεκείν  Β(6,18)  δελ αλήθεη ζηε      

69. Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο                                  

α) Να απνδείμεηε φηη νη γξαθηθέο ηνπο παξαζηάζεηο δελ ηέκλνληαη 

β) Να βξείηε ηε κηθξφηεξε απφζηαζε ηελ νπνία κπνξεί λα έρεη έλα ζεκείν ηεο      απφ ηελ    , 

θαζψο θαη ην ζπγθεθξηκέλν ζεκείν 

70. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε                            

α) Να κειεηήζεηε ηε κνλνηνλία ηεο ζπλάξηεζεο 

β) Να ζπγθξίλεηε ηνπο αξηζκνχο:                        

71. Γίλεηαη ζπλάξηεζε  f, κε         
  

 
 
 

  γηα θάζε      

Να απνδείμεηε φηη               

72. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε           
 

 
             Αλ         γηα θάζε      , ηφηε: 

α) Να απνδείμεηε φηη       

β) Να κειεηήζεηε ηε κνλνηνλία θαη ηα αθξφηαηα ηεο  ζπλάξηεζεο 

γ) Να ιχζεηε ηελ εμίζσζε:         

δ) Να ιχζεηε ηελ αλίζσζε:            
 

    
          

 

     
  

73. Να απνδείμεηε φηη                       

 

 

 

 

 



Πειραματικό Γενικό Λύκειο Ευαγγελικήσ Σχολήσ Σμύρνησ                                                                                                                                       Ανάλυςη 

 

   Άλκησ Τζελέπησ                                                                                                                                                                                                                               65 

74. α) Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  f , παξαγσγίζηκε ζην [α, β],  κε                 

Να απνδείμεηε φηη ππάξρεη                     

β) (Θεώρημα Darboux): Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  f , παξαγσγίζηκε ζην [α, β],  κε              

Να απνδείμεηε φηη γηα θάζε  θ  κεηαμχ ησλ                    ππάξρεη                    

γ) Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  f , παξαγσγίζηκε ζην [α, β]  θαη ππάξρνπλ             ,  

ηέηνηα ψζηε                        

Να απνδείμεηε φηη ππάξρνπλ                                

75. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  f, κε                                    

Αλ ε  f  δέρεηαη ηε κεγαιχηεξε ηηκή ηεο ζε έλα εζσηεξηθφ ζεκείν ηνπ δηαζηήκαηνο, 

λα απνδείμεηε φηη                      

76. A)  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  f, παξαγσγίζηκε ζην  R,  κε                  

Να απνδείμεηε φηη: 

α) ππάξρεη                    

β) ππάξρεη                           

B)  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  f, παξαγσγίζηκε ζην  R,  κε                    

Να απνδείμεηε φηη: 

α) Η  f  δελ είλαη          

β) ππάξρεη                         

 

 

 

  



Πειραματικό Γενικό Λύκειο Ευαγγελικήσ Σχολήσ Σμύρνησ                                                                                                                                       Ανάλυςη 

 

   Άλκησ Τζελέπησ                                                                                                                                                                                                                               66 

ΔΝΟΣΗΣΑ 9η: 

ΚΤΡΣΟΣΗΣΑ – Α΢ΤΜΠΣΧΣΔ΢ – ΜΔΛΔΣΗ ΢ΤΝΑΡΣΗ΢Η΢ 

 

Α΢ΚΗ΢ΔΙ΢ 

 

1. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε             

Να κειεηεζεί σο πξνο ηα θνίια, θπξηά θαη ηα ζεκεία θακπήο ηεο 

2. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε                   

Να βξεζνχλ ηα  α, β, γ  ψζηε ε f  λα παξνπζηάδεη ζην       ηνπηθφ αθξφηαην θαη  

ζεκείν θακπήο ην  Κ(2, – 2) 

3. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε                       

Να βξεζεί ην   , έηζη ψζηε ε  f  λα είλαη θπξηή ζην  R 

4. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε                    

α) Να βξεζεί ην   , έηζη ψζηε ε  f  λα έρεη έλα ζεκείν θακπήο κε νξηδφληηα εθαπηνκέλε. 

 Έρεη ζηελ πεξίπησζε απηή ε ζπλάξηεζε ηνπηθφ αθξφηαην; 

β) Να βξεζεί ην   , έηζη ψζηε ην ζεκείν θακπήο λα βξίζθεηαη ζηνλ άμνλα x΄x 

5. Οη ζπλαξηήζεηο  f, g  είλαη δχν θνξέο παξαγσγίζηκεο θαη θπξηέο ζην  R. Αλ ε  f  είλαη γλήζηα 

αχμνπζα, λα απνδείμεηε φηη ε       είλαη θπξηή ζην  R 

6. Η ζπλάξηεζε  f  είλαη ηξεηο θνξέο παξαγσγίζηκε ζην  R  θαη γηα θάζε                        . 

Αλ          ,  λα απνδείμεηε φηη ππάξρεη  δ > 0, ηέηνην ψζηε ε  f  λα είλαη θνίιε ζην δηάζηεκα  

(– δ ,0]  θαη θπξηή ζην  [0,δ) 

7. Γίλεηαη ζπλάξηεζε  f  παξαγσγίζηκε θαη θπξηή ζην δηάζηεκα  Γ 

α) Να απνδείμεηε φηη γηα θάζε         ηζρχεη:  

                                            
     

 
       (Αληζφηεηεο  Jensen) 

β) Αλ ε  f  είλαη θνίιε, ηφηε ηζρχεη:                  
     

 
   

γ) Να απνδείμεηε φηη γηα θάζε           ηζρχεη:                         

8. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε                        

α) Να απνδείμεηε φηη ε ζπλάξηεζε έρεη έλα κφλν ζεκείν θακπήο, γηα θάζε  ι > 0 

β) Να βξείηε ην γεσκεηξηθφ ηφπν ησλ ζεκείσλ θακπήο 

9. Να κειεηήζεηε ηηο παξαθάησ ζπλαξηήζεηο, σο πξνο ηα θνίια, ηα θπξηά θαη ηα ζεκεία θακπήο ηνπο: 

                              ,                        ,                         

10. Να απνδείμεηε φηη ε ζπλάξηεζε       
 

 
   

  

 
          

 

 
                 

δελ έρεη ζεκεία θακπήο γηα θάζε      

11. Να απνδείμεηε φηη ηα ζεκεία θακπήο ηεο ζπλάξηεζεο              βξίζθνληαη πάλσ ζηελ 

θακπχιε κε εμίζσζε                
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12. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε                           

α) Να απνδείμεηε φηη ε  f  έρεη έλα κφλν ζεκείν θακπήο               

β) Αλ ε  f  έρεη δχν ηνπηθά αθξφηαηα θαη         είλαη νη ζέζεηο απηψλ, 

λα απνδείμεηε φηη            

γ) Αλ ε εμίζσζε           έρεη δηπιή ξίδα ηελ    ,  λα απνδείμεηε φηη         

13. Α) Αλ γηα ηε ζπλάξηεζε  f  ηζρχεη φηη             γηα θάζε       θαη          , 

λα απνδείμεηε φηη ε  f  ζηξέθεη ηα θνίια πξνο ηα θάησ ζην δηάζηεκα          θαη πξνο ηα πάλσ ζην 

δηάζηεκα         

Β)  Η ζπλάξηεζε  f  είλαη ζπλερήο ζην [α, β] θαη παξαγσγίζηκε ζην (α, β). Αλ          θαη 

ηζρχνπλ νη ζρέζεηο                              ,  λα απνδείμεηε φηη ην      είλαη ζέζε ζεκείνπ 

θακπήο 

14. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   , δχν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην  R, κε      ζπλερή. Σν     είλαη ζέζε ηνπηθνχ 

κέγηζηνπ, ην     είλαη ζέζε ηνπηθνχ ειάρηζηνπ θαη                      . Να απνδείμεηε φηη 

ππάξρεη            , ηέηνην ψζηε ην ζεκείν              λα είλαη ζεκείν θακπήο ηεο      

15. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε                   

α) Να βξεζνχλ νη ξίδεο ηεο     θαη ε κνλνηνλία ηεο     

β) Αλ         ,  ηφηε ηζρχεη φηη           

γ) Να ειέγμεηε αλ ζην        ε ζπλάξηεζε έρεη αθξφηαην ή αλ ην     είλαη ζέζε ζεκείνπ θακπήο 

16. Αλ            ζε έλα δηάζηεκα  Γ,                            γηα θάζε        , ηφηε λα 

απνδείμεηε φηη ε ζπλάξηεζε      είλαη θπξηή ζην  Γ 

17. Έζησ             γηα θάζε      

Να απνδείμεηε φηη: 

α) Η     έρεη έλα ην πνιχ ζεκείν θακπήο 

β) Γελ ππάξρεη επζεία ε νπνία λα εθάπηεηαη ζε δχν δηαθνξεηηθά ζεκεία ηεο     

18. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   , δχν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην  R, κε   

             
 
                         

Να απνδείμεηε φηη δελ ππάξρνπλ ζεκεία θακπήο 

19. Έζησ                                              

α) Να βξεζεί ν ηχπνο ηεο  f 

β) Να κειεηεζεί ε  f  σο πξνο ηε κνλνηνλία θαη ηα αθξφηαηα 

γ) Να κειεηεζεί ε θακππιφηεηα ηεο  f 

20. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε                           ,  γηα ηελ νπνία ηζρχεη  
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Να απνδείμεηε φηη ηα ζεκεία θακπήο ηεο      θαη ην ζεκείν           , ζρεκαηίδνπλ ηξίγσλν κε 

ζηαζεξφ εκβαδφ 

21. Να απνδείμεηε φηη ηα ζεκεία θακπήο ηεο ζπλάξηεζεο       
   

 
  βξίζθνληαη πάλσ ζηελ θακπχιε 

κε εμίζσζε     
 

      
    

22. Να βξεζνχλ ηα ζεκεία θακπήο ηεο ζπλάξηεζεο                         
 

 
   

23. Να βξεζνχλ νη αζχκπησηεο ησλ ζπλαξηήζεσλ: 

         
   

 
                                      

24. Να βξεζνχλ νη αζχκπησηεο ηεο ζπλάξηεζεο: 

       
  
   

  
                   

 
     

 
                

   

25. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε       
        

     
           

Να βξείηε ηα  α, β,  έηζη ψζηε ε     λα έρεη ηνπηθφ αθξφηαην ζην        θαη ε επζεία κε εμίζσζε  

      λα είλαη αζχκπησηε ηεο     

26. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε       
             

     
             

Να βξείηε ηα  α, β,  έηζη ψζηε ε     λα κελ έρεη θαηαθφξπθε αζχκπησηε 

27. Να βξείηε ηα  α, β,  έηζη ψζηε        
   

                    

  
   

28. Γίλεηαη ζπλάξηεζε   , γηα ηελ νπνία ππάξρεη ε       θαη είλαη ζπλερήο ζην  R 

Να απνδείμεηε φηη        
   

                           

  
                

29. Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο                                   
    

 
        

           

   

α) Να κειεηήζεηε ηε κνλνηνλία ηεο  g  θαη λα βξείηε ην πξφζεκν ηεο  g(x)  γηα θάζε      

β) Να βξεζεί ε     

γ) Να κειεηήζεηε ηε κνλνηνλία ηεο    

30. α) Να απνδείμεηε φηη                   

β) Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε       
   

   
  

i)   λα απνδείμεηε φηη  ε  f  είλαη γλήζηα θζίλνπζα γηα θάζε  x > 1 

ii)  λα βξεζνχλ ηα φξηα:         
    

                       
    

          

iii) λα βξεζεί ην     ,  έηζη ψζηε: 
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31. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε         
                          

                        
                   

Να βξεζνχλ ηα  α, β  έηζη ψζηε ε  f  λα είλαη παξαγσγίζηκε ζην        θαη ε γξαθηθή ηεο  

παξάζηαζε λα δηέξρεηαη απφ ην ζεκείν       
 

 
   

32. Γίλεηαη ε παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε               

Αλ ππάξρεη ε        , λα ππνινγίζεηε ην       
   

          

  
 

33. Γίλεηαη ζπλάξηεζε  f, ηξείο θνξέο παξαγσγίζηκε, γηα ηελ νπνία ηζρχνπλ: 

   
    

        
    

         
    

                     
    

 
      

        
   

Να βξεζεί ην       
    

 
    

      
 

34. Γίλεηαη ζπλάξηεζε  f, κε      ζπλερή ζην                           
      

    
              

Να βξεζεί ην        
   

         
  

 
        

                 
   

35. Γίλεηαη ζπλάξηεζε  f, δχν θνξέο παξαγσγίζηκε, κε      ζπλερή. Να απνδείμεηε φηη: 

     
   

 
 

         
 

 

          
   

      

         
 

36. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε                                

α) Να κειεηήζεηε ηε κνλνηνλία θαη ηα αθξφηαηα ηεο ζπλάξηεζεο 

β) Να βξείηε ηα φξηα:        
    

            θαη            
    

     

  
    

γ) Να απνδείμεηε φηη ε εμίζσζε          έρεη αθξηβψο δχν ξίδεο ζην R 

37. Γίλεηαη ζπλάξηεζε  f , παξαγσγίζηκε ζην  [0, 1],  κε                                    . 

Να απνδείμεηε φηη γηα θάζε     
 

 
                       

38. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε                    

α) Να κειεηήζεηε ηε κνλνηνλία ηεο ζπλάξηεζεο 

β) Να ειέγμεηε αλ ππάξρνπλ ζεκεία θακπήο 

γ) Να βξείηε ηα φξηα:         
    

            θαη            
    

    

 
  

δ) Να απνδείμεηε φηη ε εμίζσζε          έρεη κνλαδηθή ξίδα 

39. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε                  

Να βξείηε ηηο αζχκπησηεο ηεο      

40. Να ππνινγίζεηε ηα φξηα: 
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41. Γίλεηαη ζπλάξηεζε  f, δχν θνξέο παξαγσγίζηκε, κε      ζπλερή. Να απνδείμεηε φηη κεηαμχ ελφο 

ηνπηθνχ ειάρηζηνπ θαη ελφο ηνπηθνχ κέγηζηνπ, ηα νπνία είλαη δηαδνρηθά, ε      έρεη ζεκείν θακπήο 

42. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε                         

Να βξεζνχλ ηα ζεκεία θακπήο 

43. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  f , παξαγσγίζηκε ζην δηάζηεκα      
 

 
 
 

 
 ,  

κε                                

Να βξείηε ηελ παξάγσγν ηεο ζπλάξηεζεο          
    

   
        

            

   

44. Η επζεία         είλαη αζχκπησηε ηεο      ζην     

Να βξεζεί ν πξαγκαηηθφο αξηζκφο  κ,  ψζηε       
    

                       

                   
   

45. Η επζεία           είλαη αζχκπησηε ηεο      ζην     

Να βξεζεί ην       
    

 
    

              
   

46. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  f , δχν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην δηάζηεκα  Γ  θαη ζην εζσηεξηθφ ηνπ      , 

ε  f  παξνπζηάδεη ηνπηθφ κέγηζην. Να απνδείμεηε φηη ην      δελ είλαη ζέζε ζεκείνπ θακπήο 

47. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε       
     

   
         

α) Να βξείηε ηηο αζχκπησηεο ηεο     

β) Αλ  Μ  είλαη ην ζεκείν ηνκήο ηνπο, λα βξείηε ην γεσκεηξηθφ ηφπν ησλ ζεκείσλ  Μ 

48. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε         
 

  
         

α) Να απνδείμεηε φηη ε      έρεη γηα θάζε ηηκή ηνπ  α  κία πιάγηα αζχκπησηε 

β) Αλ  α < 0, λα απνδείμεηε φηη ε      παξνπζηάδεη ηνπηθφ ειάρηζην ζε θάπνην ζεκείν     

γ) Να βξεζεί ν γεσκεηξηθφο ηφπνο ησλ ζεκείσλ               

49. Να βξεζνχλ νη πξαγκαηηθνί αξηζκνί  α, β, γ,  έηζη ψζηε ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο  

     
                

   –       
 ,  λα έρεη αζχκπησηεο ηηο επζείεο                         

50. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε                           ,  γηα ηελ νπνία ηζρχεη φηη 

           γηα θάζε      

Να απνδείμεηε φηη ηα ζεκεία θακπήο ηεο      θαη ην ζεκείν           , ζρεκαηίδνπλ ηξίγσλν κε 

ζηαζεξφ εκβαδφλ 

51. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε                   

α) Να βξείηε ηα φξηα:        
    

      

β) Να απνδείμεηε φηη ε εμίζσζε          έρεη κνλαδηθή ξίδα ζην R 
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52. Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο  f, g, νη νπνίεο είλαη παξαγσγίζηκεο, κε ζπλερή παξάγσγν ζην       

Να απνδείμεηε φηη:        
   

                     

     
                        

53. Να βξεζνχλ, αλ ππάξρνπλ, νη νξηδφληηεο αζχκπησηεο ηεο ζπλάξηεζεο  f,  ε νπνία είλαη 

παξαγσγίζηκε ζην δηάζηεκα        ,  φηαλ ηζρχεη ε ζρέζε   
                 

  
   

54. Γίλεηαη ζπλάξηεζε  f,  ε νπνία είλαη θπξηή ζην δηάζηεκα        ,  κε         

Να απνδείμεηε φηη            
  

 
          

55. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  f , δχν θνξέο παξαγσγίζηκε, κε            γηα θάζε            

θαη              

Να απνδείμεηε φηη          γηα θάζε          

56. Να κειεηήζεηε θαη λα ραξάμεηε ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ: 

                               
 

 
 

 

  
                                         

 
  

                                                       
 

  
 

             
                            

                      
                             

   

57. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  f,  κε                               

α)  Να βξείηε ηα  α, β  έηζη ψζηε ην ζεκείν  Μ(1,5)  λα είλαη ζεκείν θακπήο ηεο  f 

β)  Γηα ηηο ηηκέο ησλ  α, β  πνπ ζα βξείηε, λα θαηαζθεπάζεηε ηνλ πίλαθα κεηαβνιψλ ηεο  f  θαη λα 

ραξάμεηε ηε γξαθηθή ηεο παξάζηαζε 

γ)  Να απνδείμεηε φηη ε εμίζσζε          έρεη κία κφλν πξαγκαηηθή ξίδα 
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ΔΝΟΣΗΣΑ 10η:  

ΔΞΙ΢Χ΢ΔΙ΢  ΢ΣΗΝ  ΑΝΑΛΤ΢Η 

 

 Η Άιγεβξα ηεο  Α΄ θαη Β΄ Λπθείνπ καο έρεη εθνδηάζεη κε ηηο απαξαίηεηεο γλψζεηο γηα λα επηιχνπκε 

βαζηθέο κνξθέο εμηζψζεσλ ζηα Μαζεκαηηθά. 

 Η παξνχζα ελφηεηα έρεη σο ζηφρν λα ελζσκαηψζεη ηηο δηαθνξεηηθέο κνξθέο εμηζψζεσλ, φπσο απηέο 

κπνξνχλ λα επηιπζνχλ, κε ηε βνήζεηα ηεο Αλάιπζεο.   

 Να ηνλίζνπκε εδψ φηη ε Αλάιπζε αθνινπζεί σο θπζηθή ζπλέπεηα, γηα ηηο εμηζψζεηο εθείλεο πνπ δε 

κπνξνχκε λα ιχζνπκε κε ηε βνήζεηα ησλ έσο ηψξα γλψζεψλ καο. 

 

 

 

Α΄ ΜΕΡΟ΢ 

 

Αζθήζεηο ζηηο νπνίεο καο δεηείηαη λα απνδείμνπκε φηη ε εμίζσζε έρεη : 

« κία  ΣΟΤΛΑΥΗ΢ΣΟΝ  ιύζε »  ( ή δύν, ηξεηο,…ηνπιάρηζηνλ ιύζεηο ) 

 

 

1
ε
 Πεξίπησζε 

 

Υξήζηκν είλαη λα ειέγμνπκε ηελ πηζαλόηεηα ύπαξμεο κηαο πξνθαλνύο ιύζεο. Γειαδή λα αλαθαιύςνπκε 

- καληέςνπκε έλαλ αξηζκό ν νπνίνο επαιεζεύεη ηελ εμίζσζε. Όπσο είλαη ινγηθό ε αλαθάιπςε ηνπ αξηζκνύ 

πξέπεη λα γίλεηαη πνιύ εύθνια. 

 

Παξαδείγκαηα: 

Να απνδείμεηε φηη νη παξαθάησ εμηζψζεηο έρνπλ κία ηνπιάρηζηνλ ιχζε: 

 

1)  
5 2x xe e  .    Μία πξνθαλήο ιχζε ζην R είλαη ε  

0 0x  . 

 

2)   2 ln 2 , 0,x x x x     .   Μία πξνθαλήο ιχζε είλαη ε  0 1x   

 

3)  
1

ln 1 ( ) , 0 ,
x

x x x f t dt x f    ζπλερήο ζπλάξηεζε.  Μία πξνθαλήο ιχζε είλαη ε  0 1x   

 

 

2ε Πεξίπησζε 

 

Απνηειεί κία από ηηο βαζηθόηεξεο εθαξκνγέο ηνπ  ΘΔΩΡΖΜΑΣΟ΢  BOLZANO. Τπελζπκίδεηαη όηη 

ππάξρνπλ αξθεηέο κνξθέο παξόκνησλ αζθήζεσλ ( βι. Κεθάιαην: Θεσξήκαηα  ΢πλερώλ ΢πλαξηήζεσλ). 

 

Παξαδείγκαηα: 

 

1)  Να απνδείμεηε φηη ε εμίζσζε  2 2 , 0x x       έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην δηάζηεκα  ( –1, 1 ),  

     νκφζεκε ηνπ  α. 

Λχζε 

 

Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε  2( ) 2 ,f f x x x x        θαη δηαθξίλνπκε ηηο πεξηπηψζεηο:  

0 0    . 

 

 

Αλ  0   ηφηε: 
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Η ζπλάξηεζε είλαη ζπλερήο ζην δηάζηεκα  [–1, 0]  σο πνιπσλπκηθή, κε 

       
(0)

(0) ( 1) 2 0
( 1) 2

f
f f

f




  
    

   
 

Δπνκέλσο, ζχκθσλα κε ην Θ. Bolzano, ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ  1 1,0    ηέηνην ψζηε 

2 2

1 1 1 1 1( ) 0 2 0 2f               . 

Γειαδή ν αξηζκφο 
1 είλαη ξίδα ηεο εμίζσζεο, νκφζεκε ηνπ α. 

Αλάινγα εξγαδφκαζηε ζηελ πεξίπησζε θαηά ηελ νπνία  0.   

 

 

2)  Να απνδείμεηε φηη νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ  ( ) ( ) 2f x x g x x     

      ηέκλνληαη ζε έλα ηνπιάρηζηνλ ζεκείν ηνπ δηαζηήκαηνο  0, .
4

 
 
 

 

Λχζε 

 

Ωο γλωζηόλ, ηα θνηλά ζεκεία ηωλ γξαθηθώλ παξαζηάζεωλ ηωλ δύν ζπλαξηήζεωλ, πξνθύπηνπλ 
από ηελ επίιπζε ηεο εμίζωζεο:  ( ) ( )f x g x  

 

Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε  ( ) ( ) ( ) ( ) 2 , 0, .
4

h x f x g x ή h x x x x


 
 

     
 

 

Η ζπλάξηεζε είλαη ζπλερήο ζην Πεδίν Οξηζκνχ ηεο σο δηαθνξά δχν ζπλερψλ ζπλαξηήζεσλ, κε 

 

    

(0) 1

(0) 0.
4 4

4 4

h

h h
h

 
 

  
  
       

    
  

 

Δπνκέλσο, ζχκθσλα κε ην Θ. Bolzano ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ 0, : ( ) 0
4

h


 
 

  
 

.                          

Γειαδή ε εμίζσζε έρεη κία ηνπιάρηζηνλ ιχζε, άξα νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ δχν ζπλαξηήζεσλ έρνπλ 

έλα ηνπιάρηζηνλ θνηλφ ζεκείν κε ηεηκεκέλε  0, .
4




 
 
 

 

 

 

3ε Πεξίπησζε 

 

Μπνξνύκε λα απνδείμνπκε όηη κία εμίζσζε έρεη κία ηνπιάρηζηνλ ξίδα, κε ηε βνήζεηα ηνπ ΢ΤΝΟΛΟΤ 

ΣΗΜΩΝ  ησλ ζπλαξηήζεσλ ( βι. Κεθάιαην: Θεσξήκαηα ΢πλερώλ ΢πλαξηήζεσλ). 

Ζ πεξίπησζε πνπ εμεηάδνπκε είλαη ρξήζηκε, όηαλ δελ έρνπκε ηε δπλαηόηεηα λα εθαξκόζνπκε ην Θεώξεκα ηνπ 

ΒΟLΕΑΝΟ. 

 

 

Παξαδείγκαηα: 

 

1) Αλ ε ζπλάξηεζε  f  είλαη ζπλερήο θαη γλεζίσο αχμνπζα ζην δηάζηεκα   0, , κε  

    
0

lim ( ) lim ( )
xx

f x f x  
 

    , ηφηε λα απνδείμεηε φηη ππάξρεη έλαο ηνπιάρηζηνλ 0 0x    

    ηέηνηνο ψζηε λα ηζρχεη: 02 1

0 0( ) ln 1
x

f x e x


   . 

 

Λχζε 
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    Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε   2 1( ) ( ) ln 1 , 0,xg x f x e x x       

 Η ζπλάξηεζε είλαη ζπλερήο ζην Πεδίν Οξηζκνχ ηεο σο πξάμε κεηαμχ ζπλερψλ ζπλαξηήζεσλ. 

 Η ζπλάξηεζε είλαη παληνχ γλεζίσο αχμνπζα , δηφηη: 

Έζησ  1 2 1 2, 0,x x x x   , ηφηε:                                                                                          

επεηδή ε  f  είλαη γλήζηα αχμνπζα ,έρνπκε φηη  
1 2( ) ( )f x f x    (1), 

επίζεο  1 22 1 2 1

1 2 1 22 2 2 1 2 1
x x xex x x x e e 

            (2), 

επεηδή  ε  1 2ln , : ln lnx ί έ ό x x              (3) 

Πξνζζέηνληαο θαηά κέιε ηηο  (1), (2)  θαη (3), θαζψο επίζεο θαη ην  –1 ζηα δχν κέιε ηεο 

πξνθχπηνπζαο ζρέζεο, έρνπκε φηη:  
1 2( ) ( )g x g x  

 Δπηπιένλ  
0

1
lim ( ) ( ) 1 lim ( ) ( ) ( ) 1

xx
g x g x

e
  

 
               . 

 

Δπνκέλσο ην  ΢ΤΝΟΛΟ ΣΙΜΧΝ ηεο ζπλάξηεζεο  g, είλαη ην δηάζηεκα   ,  . 

Δπεηδή ν αξηζκφο  0 (κεδέλ) αλήθεη ζην ζχλνιν ηηκψλ ηεο  g, πξέπεη λα ππάξρεη έλαο ηνπιάρηζηνλ  

 0 00, : ( ) 0x g x    

Γειαδή ππάξρεη 02 1

0 0 00 : ( ) ln 1
x

x f x e x


     

 

 

ΠΑΡΑΣHΡΗ΢Η:  Σε κνλνηνλία κηαο ζπλάξηεζεο  ηελ ειέγρνπκε ζπλήζσο κε ηε βνήζεηα ηεο 

παξαγψγνπ ηεο. ΢ην παξφλ παξάδεηγκα φκσο, δελ έρνπκε ηε δπλαηφηεηα λα γλσξίδνπκε αλ ε ζπλάξηεζε  

f  θαη θαη’ επέθηαζε θαη ε  g είλαη παξαγσγίζηκεο, επνκέλσο ρξεζηκνπνηήζακε ηνλ νξηζκφ. 

 

 

 

2) Να απνδείμεηε φηη ε εμίζσζε  
5 2 9 0x x     έρεη κία ηνπιάρηζηνλ πξαγκαηηθή ξίδα. 

 

Λχζε 

Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε  5( ) 2 9 ,f x x x x    ,  ε νπνία είλαη ζπλερήο σο πνιπσλπκηθή  (1),        

κε παξάγσγν  4( ) 5 2 0f x x ά x       .                                                                               

Δπνκέλσο ε  f  είλαη γλεζίσο αχμνπζα  (2)                                                                                                    

Δπίζεο έρνπκε φηη  5 5lim ( ) lim ( ) lim ( ) lim ( )
x x x x

f x x f x x
   

        (3). 

 

Έηζη θαηαιήγνπκε φηη ην  ΢ΤΝΟΛΟ ΣΙΜΧΝ  ηεο  f  είλαη φιν ην R. Σν 0 (κεδέλ) αλήθεη ζην ζχλνιν 

ηηκψλ ηεο  f, επνκέλσο ππάξρεη   5

0 0 0 0: ( ) 0 2 9 0x f x x x      ,                                               

δειαδή ε αξρηθή εμίζσζε έρεη κία ηνπιάρηζηνλ πξαγκαηηθή ξίδα. 

 

 

 

ΠΑΡΑΣΗΡΗ΢Η:  ΢χκθσλα κε ην πξνεγνχκελν παξάδεηγκα ( επεηδή ν ηξφπνο εξγαζίαο είλαη 

παλνκνηφηππνο), κπνξνχκε λα ζπκπεξάλνπκε φηη: 

 

“ Κάζε πνιπωλπκηθή εμίζωζε πεξηηηνύ βαζκνύ έρεη κία ηνπιάρηζηνλ πξαγκαηηθή ξίδα.” 
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4ε Πεξίπησζε 
 

Όηαλ δε κπνξνύκε λα εθαξκόζνπκε θάπνηα από ηηο πξνεγνύκελεο πεξηπηώζεηο, δνθηκάδνπκε λα 

εθαξκόζνπκε ην  ΘΔΩΡΖΜΑ  ROLLE  γηα κία ζπλάξηεζε  F  γηα ηελ νπνία ηζρύεη όηη: 

                     ( ) ( )F x f x   ( κία παξάγνπζα – αξρηθή ζπλάξηεζε ηεο  f ) 

 

Παξαδείγκαηα: 

 

1) Αλ  , , 0
5 2

 
         λα απνδείμεηε φηη ε εμίζσζε  4 0 (1)x x      έρεη κία 

ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην δηάζηεκα  ( 0 ,1). 

Λχζε 

 

Αλ  ζεσξήζνπκε ζπλάξηεζε  4( ) , 0,1f x x x x       , παξαηεξνχκε φηη δελ έρνπκε ηε 

δπλαηφηεηα λα ειέγμνπκε ην πξφζεκν ηνπ γηλνκέλνπ  (0) (1)f f .                                                         

Έηζη βξίζθνπκε κία  “αξρηθή” ζπλάξηεζε ηεο  f.  

Θεσξνχκε ινηπφλ ηε ζπλάξηεζε  F , κε   5 2( ) , 0,1
5 2

F x x x x x
 

      ε νπνία είλαη 

παξαγσγίζηκε ζην R, κε  4 2( ) ( )F x f x x x       . Γηα ηελ  F  ηζρχνπλ: 

 

 Η  F  είλαη ζπλερήο ζην δηάζηεκα  [0 ,1]  σο πνιπσλπκηθή 

 Η  F  είλαη παξαγσγίζηκε ζην  (0,1) 

 (0) 0 , (1) 0 , (0) (1)
5 2

F F ή F F
 

        

Έηζη, βάζεη ηνπ Θ. Rolle ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ   40,1 : ( ) 0 0F          .             

Γειαδή ε εμίζσζε  (1)  έρεη κία ηνπιάρηζηνλ ξίδα  μ ζην δηάζηεκα  (0 ,1). 

 

 

2) Γίλνληαη ζπλαξηήζεηο  f, g  ζπλερείο ζην δηάζηεκα [α ,β] θαη παξαγσγίζηκεο ζην (α, β).          

Δπηπιένλ  ηζρχεη  
( )

( ) 0 , , ln ( ) ( )
( )

f
f x x g g

f


    


    . 

      Να απνδείμεηε φηη ππάξρεη         , 0έ ώ f f g              

Λχζε 

 

Δπεηδή είλαη δχζθνιν λα βξνχκε κία αξρηθή ζπλάξηεζε, επεμεξγαδφκαζηε ην ζπκπέξαζκα. 

 Έρνπκε ινηπφλ  

                  
 

 
 0 0

f
f f g g

f


   




         

Θεσξνχκε έηζη ηε ζπλάξηεζε     ( ) ln ( ) ( ) , ,h h x f x g x x       ε νπνία    

 είλαη παξαγσγίζηκε ζην  (α, β) , κε  
( )

( ) ( )
( )

f x
h x g x

f x


    

 είλαη ζπλερήο ζην  [α, β] , επεηδή είλαη θαη νη  f, g 
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   

 

 

   

   

( ) ln ( ) ( )
( ) ( ) :

( ) ln ( ) ( )

( )
ln ( ) ( ) ln ( ) ln ( ) ( ) ( )

( )

ln ( ) ( ) ln ( ) ( ).

h f g
h h ό

h f g

f
g g f f g g

f

f g f g

  
   

  


     



   

  
 

  

      

  

 

 

Δπνκέλσο βάζεη ηνπ Θ. Rolle, ππάξρεη έλα            , : 0 0.h f f g               

 

 

 

 

 

Β΄ ΜΔΡΟ΢ 
 

 

Αζθήζεηο ζηηο νπνίεο καο δεηείηαη λα απνδείμνπκε φηη ε εμίζσζε έρεη: 

“ κία  ΣΟ ΠΟΛΤ  ιύζε ” ( ή  δύν, ηξεηο,… ην πνιύ ιύζεηο ) 

 

 

 

 

 

1ε Πεξίπησζε 

 

Αληηκεησπίδνπκε ην πξόβιεκα κε ηε βνήζεηα ηνπ Θ. Rolle , ρξεζηκνπνηώληαο ηε κέζνδν ηεο 

« απαγσγήο ζε άηνπν » 

 

 

Παξαδείγκαηα: 

 

1)  Να απνδείμεηε φηη ε εμίζσζε  
3 3 0x x    ,   (1)  δελ κπνξεί λα έρεη δχν πξαγκαηηθέο ξίδεο                             

     ζην δηάζηεκα  (0 ,1). 

Λχζε 

 

Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε  f , κε ηχπν 3( ) 3f x x x     

Τπνζέηνπκε φηη ε εμίζσζε  f (x) = 0  έρεη δχν πξαγκαηηθέο ξίδεο   1 2 1 2, 0,1      . 

Γηα ηε ζπλάξηεζε  f  ηζρχνπλ: 

 Η  f  είλαη ζπλερήο ζην δηάζηεκα   1 2,    σο πνιπσλπκηθή 

 Η  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην   1 2,  , κε 2( ) 3 3f x x    

 1 2( ) ( ) 0f f      ( απφ ηελ ππφζεζε ) 

Δπνκέλσο βάζεη ηνπ Θ. Rolle, ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ       1 2, 0,1 : 0f       

Γειαδή 23 3 0 1         ΑΣΟΠΟ, δηφηη  0,1  . 

Έηζη ε εμίζσζε  (1)  έρεη κία ην πνιχ ξίδα ζην δηάζηεκα  (0 ,1). 
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2)  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  :f   ε νπνία είλαη δχν θνξέο παξαγσγίζηκε, κε   

    ( ) 0 ,f x ά x     . Να απνδείμεηε φηη ε εμίζσζε  f (x) = 0  έρεη ην πνιχ δχν πξαγκαηηθέο  

     ξίδεο. 

Λχζε 

 

Δπεηδή ε ζπλάξηεζε  f  είλαη δχν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην , έπεηαη φηη νη ζπλαξηήζεηο  f f   είλαη 

ζπλερείο ζην   

Τπνζέηνπκε φηη ε εμίζσζε  f (x) = 0  έρεη ηνπιάρηζηνλ ηξεηο ξίδεο ζην . Σφηε ζα ππάξρνπλ 

     1 2 3 1 2 3 1 2 3, , 0.έ ώ f f f                   

 

Γηα ηε ζπλάξηεζε  f  ηζρχνπλ: 

 Η  f  είλαη ζπλερήο ζην δηάζηεκα  1 2,   

 Η  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην  1 2,   

    1 2 0f f    

Δπνκέλσο βάζεη ηνπ  Θ. Rolle ππάξρεη     1 1 2 1, : 0f       (1) 

 

Γηα ηε ζπλάξηεζε  f  επίζεο ηζρχνπλ: 

 Η  f  είλαη ζπλερήο ζην  2 3,   

 Η  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην  2 3,   

    2 3 0f f    

Δπνκέλσο βάζεη ηνπ  Θ. Rolle  ππάξρεη     2 2 3 2, : 0f        (2) 

 

Γηα ηε ζπλάξηεζε  f ΄ ηζρχνπλ: 

 Η  f ΄ είλαη ζπλερήο ζην  1 2,   

 Η  f ΄ είλαη παξαγσγίζηκε ζην  1 2,   

    1 2 0f f      ( απφ ζρέζεηο  (1) & (2) ) 

Δπνκέλσο βάζεη ηνπ  Θ. Rolle  ππάξρεη    1 2, : 0f     ,   

ην νπνίν είλαη άηνπν δηφηη    0 ,f x x   . 

Άξα ε εμίζσζε  f (x) = 0  έρεη ην πνιχ δχν πξαγκαηηθέο ξίδεο. 

 

 

3)  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  :f   ε νπνία είλαη παξαγσγίζηκε. Να απνδείμεηε φηη κεηαμχ δχν δηαδνρηθψλ 

ξηδψλ ηεο εμίζσζεο    0f x   ππάξρεη ην πνιχ κία ξίδα ηεο εμίζσζεο    0f x  . 

Λχζε 

 

Έζησ  α , β ( α < β )  δχν δηαδνρηθέο ξίδεο ηεο εμίζσζεο  f ΄( x ) = 0. 

Σφηε  f ΄( x ) 0  γηα θάζε  ,x   .  

Δπεηδή ε ζπλάξηεζε είλαη παξαγσγίζηκε, έπεηαη φηη ζα είλαη θαη ζπλερήο ζην R. 

  

Τπνζέηνπκε φηη ε εμίζσζε  f ( x ) = 0  έρεη ηνπιάρηζηνλ δχν ξίδεο ζην δηάζηεκα  (α , β).                            

Σφηε ζα ππάξρνπλ       1 2 1 2 1 2, , : 0f f              (1) 
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Γηα ηε ζπλάξηεζε  f  ηζρχνπλ: 

 Η  f  είλαη ζπλερήο ζην δηάζηεκα  1 2,   

 Η  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην  1 2,   

    1 2f f   , απφ ηε ζρέζε  (1) 

Δπνκέλσο βάζεη ηνπ Θ. Rolle  ζα ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ       1 2, , : 0f        , 

ην νπνίν  φκσο είλαη άηνπν, επεηδή     0 , .f x ά x        

Άξα ε εμίζσζε  f ( x ) = 0  έρεη ην πνιχ κία ξίδα ζην δηάζηεκα  (α , β). 

 

 

ΠΑΡΑΣΗΡΗ΢Η:  Ο αξηζκόο ηωλ ξηδώλ πνύ  το πολύ  έρεη κία ζπλάξηεζε  f, εμαξηάηαη ζύκθωλα 
κε ην πξνεγνύκελν παξάδεηγκα από ην πιήζνο ηωλ ξηδώλ ηεο παξαγώγνπ ηεο  f ΄.  
 

 

 

4)  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  : .f  Αλ ε ζπλάξηεζε είλαη παξαγσγίζηκε θαη ηζρχεη φηη   

        0 ( ) 0f x ή f x ά       ,  ηφηε λα απνδείμεηε φηη ε εμίζσζε  f ( x ) = 0  έρεη ην πνιχ  

     κία πξαγκαηηθή ξίδα. 

Λχζε 

 

Δπεηδή ε ζπλάξηεζε είλαη παξαγσγίζηκε, έπεηαη φηη είλαη θαη ζπλερήο ζην .  

Τπνζέηνπκε φηη ε εμίζσζε  f ( x ) = 0  έρεη δχν ηνπιάρηζηνλ πξαγκαηηθέο ξίδεο. Σφηε ζα ππάξρνπλ  

   1 2 1 2 1 2, 0έ ώ f f               (1) 

Γηα ηε ζπλάξηεζε  f  ηζρχνπλ: 

 Η  f  είλαη ζπλερήο ζην δηάζηεκα  1 2,   

 Η  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην  1 2,   

    1 2f f   , απφ ηε ζρέζε  (1) 

Δπνκέλσο βάζεη ηνπ Θ. Rolle  ππάξρεη     1 2, : 0f     ,  

ην νπνίν είλαη άηνπν επεηδή      0 0 .f x ή f x ά x       

Άξα ε εμίζσζε  f ( x ) = 0  έρεη κία ην πνιχ πξαγκαηηθή ξίδα. 

 

 

ΠΑΡΑΣΗΡΗ΢Η:  Τν πξνεγνύκελν παξάδεηγκα καο εμαζθαιίδεη όηη αλ κία ζπλάξηεζε είλαη γλήζηα 
κνλόηνλε ζε έλα δηάζηεκα, ηόηε εθεί έρεη κία ην πνιύ ξίδα 
Επνκέλωο ζύκθωλα κε ηα δύν ηειεπηαία παξαδείγκαηα, όηαλ ζέινπκε λα γλωξίδνπκε πόζεο  το 
πολύ  ξίδεο έρεη κία ζπλάξηεζε, βξίζθνπκε ηηο ξίδεο θαη ην πξόζεκν ηεο παξαγώγνπ ηεο. 
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2ε Πεξίπησζε 
 

Αλ κία ζπλάξηεζε είλαη γλεζίσο κνλόηνλε, ηόηε πξνθαλώο, είλαη ζπλάξηεζε “ 1 – 1 ”. 

 Έηζη ε εμίζσζε  f ( x ) = 0  έρεη κία ην πνιύ ξίδα. 

 

 

 

Παξαδείγκαηα: 

 

1) Να απνδείμεηε φηη ε εμίζσζε  ln 1x x   έρεη κία ην πνιχ ξίδα ζην δηάζηεκα   1, .e  

Λχζε 

 

Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε   ( ) ln 1 , 1,f f x x x x e      , ε νπνία είλαη παξαγσγίζηκε κε 

 ( ) ln 1 1,f x x ά x e      .  

Δπεηδή γηα θάζε   1, ( ) 0x e ύ f x    , έπεηαη φηη ε  f  είλαη γλεζίσο αχμνπζα ζην (1,e),  

νπφηε ε  f  είλαη  “ 1 – 1 ”  ζην  (1,e). 

Δπνκέλσο ε εμίζσζε  f ( x ) = 0  έρεη κία ην πνιχ ξίδα. 

 

 

 

2)  η)  Αλ νη ζπλαξηήζεηο  f  θαη  g  είλαη γλεζίσο κνλφηνλεο ζην δηάζηεκα  Γ  θαη έρνπλ δηαθνξεηηθφ είδνο  

    κνλνηνλίαο, ηφηε νη γξαθηθέο ηνπο παξαζηάζεηο έρνπλ ην πνιχ έλα θνηλφ ζεκείν. 

ηη) Να απνδείμεηε φηη νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ  3( ) 1 ( ) xf x x x g x e       

    έρνπλ έλα ην πνιχ θνηλφ ζεκείν. 

Λχζε 

 

η)  Τπνζέηνπκε φηη ε ζπλάξηεζε  f  είλαη γλεζίσο αχμνπζα ζην δηάζηεκα  Γ  θαη ε  g  γλεζίσο θζίλνπζα    

 ζην Γ. Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε  ( ) ( ) ( ) ,h x f x g x x   . 

 

Σφηε γηα θάζε 1 2 1 2 1 2 1 2, ( ) ( ) ( ) ( )x x x x ύ ό f x f x g x g x        , 

άξα  1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )f x f x g x g x     

δειαδή  1 1 2 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x έ h x h x      

Έηζη ε ζπλάξηεζε  h  είλαη γλεζίσο αχμνπζα ζην δηάζηεκα  Γ. 

 

Άξα ε εμίζσζε ( ) 0 ( ) ( )h x f x g x    έρεη ην πνιχ κία ξίδα ζην δηάζηεκα  Γ, πνπ ζεκαίλεη φηη νη 

γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ  f  θαη  g  έρνπλ ην πνιχ έλα θνηλφ ζεκείν. 

 

ηη)  Δπεηδή  2( ) 3 1 0 ( ) 0 ,xf x x g x e x         , ζπλάγνπκε φηη ε  f  είλαη γλεζίσο αχμνπζα 

ελψ ε  g  είλαη γλεζίσο θζίλνπζα. Έηζη ζχκθσλα κε ην πξνεγνχκελν εξψηεκα, νη γξαθηθέο ηνπο 

παξαζηάζεηο έρνπλ έλα ην πνιχ θνηλφ ζεκείν. 

 

 

ΠΡΟ΢ΟΥΗ!  Ο έιεγρνο ηεο κνλνηνλίαο κηαο ζπλάξηεζεο, ζηελ πεξίπησζε πνπ δε  γλσξίδνπκε αλ είλαη 

παξαγσγίζηκε, γίλεηαη πάληνηε κε ηνλ νξηζκφ. 
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Γ΄ ΜΕΡΟ΢ 

 

Αζθήζεηο ζηηο νπνίεο καο δεηείηαη λα απνδείμνπκε φηη κία εμίζσζε έρεη: 

« κία  ΑΚΡΗΒΩ΢  ιύζε »  ( ή δύν, ηξεηο ,…αθξηβώο ιύζεηο ) 

 

 

Είναι προθανές όηι οι διάθορες περιπηώζεις, είναι όζοι οι δσναηοί ζσνδσαζμοί ηων περιπηώζεων 
ηοσ  Α΄  και ηοσ  Β΄ ΜΕΡΟΥΣ. 

 
 Παξαδείγκαηα 

 

1) Να απνδείμεηε φηη ε εμίζσζε  1 2 0xe x     (Δ), έρεη κία αθξηβψο ξίδα. 

Λχζε 

 

Καηαξράο είλαη πξνθαλέο φηη ν αξηζκφο  1  είλαη κία ξίδα ηεο εμίζσζεο, επεηδή ηελ επαιεζεχεη. 

΢ηε ζπλέρεηα ζεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε  f , κε  1( ) 2 ,xf x e x x      ε νπνία είλαη παξαγσγίζηκε κε  
1( ) 1 0 .xf x e ά x        Έηζη ε ζπλάξηεζε είλαη πάληα γλεζίσο αχμνπζα, επνκέλσο ε 

εμίζσζε  f ( x ) = 0  έρεη ην πνιχ κία πξαγκαηηθή ξίδα. 

Δπνκέλσο ζπκπεξαίλνπκε φηη ε εμίζσζε  (Δ)  έρεη κνλαδηθή ιχζε ηνλ αξηζκφ  1. 

 

 

2) Να απνδείμεηε φηη ε εμίζσζε  
5 32 3 21 47 0x x x      έρεη κία κφλν πξαγκαηηθή ξίδα. 

Λχζε 

 

Όπσο έρνπκε απνδείμεη θάζε πνιπσλπκηθή εμίζσζε πεξηηηνχ βαζκνχ έρεη κία ηνπιάρηζηνλ πξαγκαηηθή 

ιχζε. 

Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε κε ηχπν  5 3( ) 2 3 21 47 ,f x x x x x       ε νπνία είλαη παξαγσγίζηκε κε 
4 2( ) 10 9 21 0 .f x x x ά x         

Άξα ε ζπλάξηεζε είλαη παληνχ γλεζίσο αχμνπζα, δειαδή ε εμίζσζε  f ( x ) = 0  έρεη ην πνιχ κία ιχζε. 

Δπνκέλσο ε δεηνχκελε εμίζσζε έρεη κία κφλν πξαγκαηηθή ιχζε. 

 

 

3) Να απνδείμεηε φηη ε εμίζσζε    2005 2004 1x x    (Δ)   έρεη δχν αθξηβψο ξίδεο 

Λχζε 

 

Η  (Δ) έρεη πξνθαλείο ξίδεο ηνπο αξηζκνχο  x = 0 , x = 1. 

Τπνζέηνπκε φηη ε εμίζσζε έρεη άιιε κία ξίδα  ξ, δειαδή έρνπκε φηη: (0) (1) ( ) 0f f f    , 

Αο ζεσξήζνπκε ζπλάξηεζε κε ηχπν  ( ) 2005 2004 1xf x x   . 

Σφηε νη ηξεηο ξίδεο  ( αλεμάξηεηα απφ ηε δηάηαμή ηνπο ) νξίδνπλ δχν δηαζηήκαηα, ζε θάζε έλα απφ ηα νπνία 

εθαξκφδεηαη ην Θ. Rolle γηα ηελ παξαγσγίζηκε  ζπλάξηεζε  f.  

Έηζη, ππάξρνπλ δχν αξηζκνί  1 2 1 2,     , πνπ αλήθνπλ ζε απηά ηα (αλνηθηά) δηαζηήκαηα , κε 

   1 2 0 , ( ) 2005 ln 2005 2004 ,xf f ό f x x          . 

Σφηε, επεηδή ε  f  είλαη δχν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην  R, εθαξκφδνληαο ην  Θ. Rolle γηα ηε ζπλάξηεζε  f ΄ 

ζην δηάζηεκα   1 2,   πξνθχπηεη κία ηνπιάρηζηνλ ξίδα γηα ηελ εμίζσζε  f ΄΄( x ) = 0. 

Απηφ φκσο είλαη άηνπν, γηαηί:  2( ) 2005 ln 2005 0 .xf x ά x        

Δπνκέλσο ε εμίζσζε  (Δ)  έρεη δχν αθξηβψο ξίδεο, ην  0  θαη ην  1. 
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4) Αλ ην ζεκείν  Μ (α ,β)  αλήθεη ζε εμίζσζε θχθινπ κε θέληξν  Κ (2 ,0) θαη αθηίλα  ξ = 1, λα απνδείμεηε  

    φηη ε εμίζσζε:   
2 3 23 2 4 1 0x x       (Δ)  έρεη αθξηβψο κία ξίδα ζην δηάζηεκα  (0 ,1). 

Λχζε 

Δπεηδή ην ζεκείν  Μ  αλήθεη ζηνλ παξαπάλσ θχθιν, έρνπκε φηη:   
2 22 1       (1) 

Θεσξνχκε ζπλάξηεζε, κε     
2 3 2( ) 3 2 4 1 , 0,1f x x x x       

Ιζρχνπλ:  f (0) =  – 1 < 0    θαη      
(1)

2 2 2 2 2(1) 3 2 4 1 3 1 4 1 2 0f                 

΢πλεπψο:  f (0) f (1) < 0.                                                                                                                               

Δπηπιένλ ε ζπλάξηεζε είλαη ζπλερήο ζην δηάζηεκα  [0 ,1] σο πνιπσλπκηθή.                                               

Έηζη, απφ ην  Θ. Bolzano  ε εμίζσζε  f ( x ) = 0  έρεη κία ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην δηάζηεκα  (0 ,1). 

Η ξίδα απηή είλαη κνλαδηθή, αθνχ: 

   
2 2 2( ) 9 2 4 0 0,1f x x ά x            πνπ ζεκαίλεη φηη ε ζπλάξηεζε είλαη γλεζίσο αχμνπζα. 

 

5)  Γίλεηαη ε εμίζσζε:     2 1 0xx e      (Δ) 

η)  Να απνδείμεηε φηη ε  (Δ)  έρεη αθξηβψο κία ξίδα ζην δηάζηεκα   1, .    

ηη) Έζησ ε ζπλάξηεζε :  
1

( ) , 1
x

x

e
f x x

e x


 


 

Να απνδείμεηε φηη ε κέγηζηε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο είλαη: max

1
( )

1
f x





 , φπνπ  α  ε ξίδα ηεο  (Δ). 

Λχζε 

η)  Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε   ( ) 2 1,xg x x e x    , ε νπνία είλαη παξαγσγίζηκε ( άξα ζπλερήο ) κε   

 ( ) 1 ,xg x x e x    . Παξαηεξνχκε φηη  ( ) 0 1g x ά x      , επνκέλσο ε ζπλάξηεζε  g    

είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην δηάζηεκα  Α. 

Δπίζεο:  (1) 1 0 lim ( )
x

g e g x


      

Άξα ην  ΢χλνιν Σηκψλ  ηεο  g  είλαη ην δηάζηεκα     , 1g e     

Δπεηδή ην  ΢χλνιν Σηκψλ  ηεο  g  πεξηέρεη ην 0 (κεδέλ), ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ   1,  , 

ηέηνην ψζηε:  ( ) 0 2 1 0g e         (1) 

Δπηπιένλ, επεηδή ε  g  είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην  Α, ην  α  είλαη ε κνλαδηθή ξίδα ηεο εμίζσζεο  (Δ). 

 

ηη) Γηα θάζε  1x    έρνπκε φηη: 

ε f είλαη παξαγσγίζηκε, κε  
   

 

 

 

2

2 2

1 2 1
( )

x x x x

x x

e e x e x e
f x

e x e x

    
   

 
 , δειαδή  

 
2

( )
( )

x

g x
f x

e x
 


  

Δίλαη:  
(1)

( ) 0 ( ) 0f x g x x        

Δλψ:   
( ) 0 ( ) 0 ( ) ( )

( ) 0 ( ) 0 ( ) ( )

g

g

f x g x g x g x

f x g x g x g x

 

 





       

       

 

 

Έηζη δηαπηζηψλνπκε φηη ε  f  παξνπζηάδεη ζην 0x    νιηθφ κέγηζην. 

Άξα    
(1)

max

1
1

1 12( ) ( ) .
1 1

2

a

e
f x f

e a








     
 



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6)  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   
3

ln
: 0, ( ) 1998

x
g g x x

x
     

η)  Να βξείηε ηελ πιάγηα αζχκπησηε ηεο  .gC    

ηη) Θεσξνχκε ηε δχν θνξέο παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε   : 0, ( ) 0 0f f x ά x       . 

Αλ ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  f  έρεη δχν θνηλά ζεκεία κε ηελ πιάγηα αζχκπησηε ηεο  g, λα απνδείμεηε φηη ε 

εμίζσζε  ( ) ( ) 0x f x f x    (Δ)  έρεη αθξηβψο κία ιχζε ζην δηάζηεκα   0, .  

Λχζε 

 

η) Έρνπκε φηη: 

                        
3 2/

3 3'

3 2

1

ln 3 1
lim ( ) 1998 lim lim lim lim 3 0

1

3

x x L H x x x

x xxg x x
xx x

x

 

    
       

Δπνκέλσο , ε επζεία κε εμίζσζε   (ε): 1998x    είλαη πιάγηα αζχκπησηε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο 

ζπλάξηεζεο  g. 

 

ηη) Δπεηδή ε  ( )fC      έρνπλ δχν θνηλά ζεκεία, πξνθχπηεη φηη ππάξρνπλ 

          1 1 1 2
1 2 1 2

2 2 1 2

( ) 1998 ( ) ( )
, 0, , : 1998

( ) 1998

f x x f x f x
x x x x

f x x x x

 
     

 
      (1). 

Η ζρέζε  (1)  δεκηνπξγεί ηηο πξνυπνζέζεηο λα εθαξκφζνπκε ην  Θ. Rolle , 

 γηα ηε ζπλάξηεζε   1 2

( )
( ) , ,

f x
h x x x x

x
  . 

Η  h  είλαη ζπλερήο ζην  1 2,x x  θαη  παξαγσγίζηκε ζην  1 2,x x , κε  1 2( ) ( )h x h x . 

Δπνκέλσο ππάξρεη     
   

   1 2 2
, : 0 0 0

f f
x x h f f

  
    



 
         . 

Άξα ε εμίζσζε  (Δ)  έρεη κία ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην δηάζηεκα   0, .  

 

΢ηε ζπλέρεηα ζα δείμνπκε φηη απηή ε ξίδα είλαη κνλαδηθή. 

 

Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε   ( ) ( ) ( ) , 0,F x x f x f x x      

Ιζρχεη:   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0 , 0,F x f x x f x f x F x x f x x                

Έηζη ε ζπλάξηεζε  F  είλαη γλεζίσο αχμνπζα ζην δηάζηεκα   0, , νπφηε ε εμίζσζε: 

( ) 0 ( ) ( ) 0F x x f x f x       έρεη ην πνιχ κία ξίδα. 

 

Δπνκέλσο, ε εμίζσζε  (Δ)  έρεη κία αθξηβψο ιχζε ζην δηάζηεκα   0, .  

 

 

7)  Γίλεηαη ε ζπλερήο ζπλάξηεζε     : , , 0f              θαη  ( ) 2f t dt



     (1).  

     Να απνδείμεηε φηη ε εμίζσζε  ( )
x

x f t dt


      (Δ),  έρεη κνλαδηθή ιχζε ζην δηάζηεκα  (α ,β). 

Λχζε 

Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε   ( ) ( ) , , .
x

g x x f t dt x


        

Δπεηδή ε  f  είλαη ζπλερήο, έπεηαη φηη θαη ε  g  είλαη ζπλερήο ζην  [α ,β]. Δπηπιένλ 
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2

(1)

( ) 0

( ) ( ) 0

g

g f t dt




  

   

  

     
    ( ) ( ) 0g g     , 

επνκέλσο βάζεη ηνπ  Θ. Bolzano ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ  1 1, : ( ) 0g     , 

δειαδή ε εμίζσζε  (Δ)  έρεη κία ηνπιάρηζηνλ ιχζε. 

 

Τπνζέηνπκε φηη ε  (Δ)  έρεη θαη άιιε ιχζε, έζησ    2 1 2 2 1, ή           

Σφηε  
1 2( ) ( ) 0g g   , νπφηε δεκηνπξγνχληαη νη πξνυπνζέζεηο λα εθαξκφζνπκε ην  Θ. Rolle 

γηα ηε ζπλάξηεζε  g  ζην δηάζηεκα    1 2 2 1, ,ή    . 

Δπνκέλσο ππάξρεη             1 2 2 1, , , : 0 0ή g f f                      

Σν νπνίν φκσο είλαη άηνπν, δηφηη   ,      

Έηζη ε εμίζσζε  (Δ)  έρεη κνλαδηθή ιχζε ζην δηάζηεκα  (α ,β). 

 

 

8)  η) Να απνδείμεηε φηη ε εμίζσζε   23 , 0,x xe x e e x        έρεη κνλαδηθή ξίδα. 

 

ηη)  Έλα ζεκείν  Α( x ,0)  θηλείηαη ζην ζεηηθφ εκηάμνλα  Οx,  έηζη ψζηε ε ηεηκεκέλε ηνπ λα απμάλεηαη κε 

ξπζκφ  2 cm /sec. Έζησ  Δ  ην εκβαδφλ ηνπ ηξηγψλνπ πνπ νξίδνπλ ηα ζεκεία   Ο (0,0),  Α(x ,0),  , xx e . 

Να βξείηε ηελ ηηκή ηνπ  x , ηε ρξνληθή ζηηγκή πνπ ην εκβαδφλ  Δ  κεηαβάιιεηαη κε ξπζκφ  23 / sec.cm  

Λχζε 

 

η) Πξνθαλήο ξίδα ηεο εμίζσζεο είλαη ε  x = 2. 

Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε:   2( ) 3 , 0,x xf x e x e e x       

Ιζρχεη:     2 2 0 0.x x xf x e xe e x ά x          

Οπφηε ε ζπλάξηεζε είλαη γλεζίσο αχμνπζα ζην πεδίν νξηζκνχ ηεο, επνκέλσο ε εμίζσζε  f ( x ) = 0  έρεη 

κνλαδηθή ιχζε ηε  x = 2. 

 

ηη) Όπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα , είλαη:  

    ( )
2

xxe
x      θαη επεηδή ην x  είλαη ζπλάξηεζε ηνπ ρξφλνπ,   

   

2

x t
x t e

t


     (1) 

Έρνπκε        2

0 02 3x t x t t e       

Απφ ηε ζρέζε  (1)  κε παξαγψγηζε, έρνπκε:  

                                                                                                   ( ) ( )1
( ) ( ) ( )

2

x t x tt x t e x t x t e           

                                                                                           Άξα: 

                                                                                                 
  0 0

0 0

( ) ( )

0 0

( ) ( )2

0

1
2 2 ( )

2

3 ( )

x t x t

x t x t

t e x t e

e e x t e

       

   

 

 

                                                                                              ΢χκθσλα φκσο κε ην  (η)  εξψηεκα, ε εμίζσζε 

                                                                                              23 x xe e xe    έρεη κνλαδηθή ιχζε ηελ  x = 2. 

 

                                                                                                        Δπνκέλσο :    0 2x t cm  

 

  

 

Α( x,0) 

            B 

 

    

 

xe  

xe 

 

x  

  

  

E 
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Δ΄ ΜΕΡΟ΢ 

 

Τπάξρνπλ πεξηπηώζεηο ζηηο νπνίεο δε γλσξίδνπκε πόζεο ιύζεηο ελδέρεηαη λα έρεη ε εμίζσζε  f ( x ) = 0. 

Αλ κπνξνύκε λα βξνύκε ηα δηαζηήκαηα κνλνηνλίαο ηεο ζπλάξηεζεο  f , έρνπκε ηε δπλαηόηεηα λα ιύζνπκε 

 ηελ εμίζσζε. 

Γηαθνξεηηθά, ε ηδηόηεηα ηνπ ακθηκνλνζήκαληνπ  ( ΄΄1 – 1΄΄ )  ηεο  f, κπνξεί λα καο βνεζήζεη λα ιύζνπκε 

 ηελ εμίζσζε. 

 

 

 

Παξαδείγκαηα 

 

1) Να βξείηε ην πιήζνο ησλ ξηδψλ ηεο εμίζσζεο:  3 22 3 1 0x x    

Λχζε 

 

Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε  3 2( ) 2 3 1 ,f x x x x        ε νπνία είλαη ζπλερήο θαη παξαγσγίζηκε, κε 

  26 6 ,f x x x x    . ΢ηε ζπλέρεηα βξίζθνπκε ηα δηαζηήκαηα κνλνηνλίαο ηεο ζπλάξηεζεο, 

 έηζη ψζηε λα κάζνπκε πφζεο ην πνιχ ξίδεο έρεη ε εμίζσζε θαη πνχ βξίζθνληαη απηέο. 

 

           

   

 

 

0 6 1 0 0 1

0 0 , 1

0 0 1

f x x x x ή x

f x x x

f x x

       

    

    

           

 

Γειαδή ε ζπλάξηεζε είλαη γλήζηα αχμνπζα ζην  , 0 , γλήζηα θζίλνπζα ζην   0,1   θαη γλήζηα αχμνπζα 

ζην  1, . Γειαδή ε εμίζσζε  f ( x ) = 0  έρεη ηξεηο ην πνιχ ξίδεο, κία ζε θάζε δηάζηεκα. 

 

 ,0 : lim ( ) (0) 1
x

x f x f 


       . Σν ζχλνιν ηηκψλ είλαη ην δηάζηεκα   , 1  . 

                              Δπεηδή ν αξηζκφο κεδέλ δελ αλήθεη ζην ζχλνιν ηηκψλ, δελ ππάξρεη ξίδα. 

Γηα    0,1 : (0) 1 (1) 2x f f      . Σν ζχλνιν ηηκψλ είλαη ην δηάζηεκα   [ – 2 , – 1]. 

                              Δπεηδή ν αξηζκφο κεδέλ δελ αλήθεη ζην ζχλνιν ηηκψλ, δελ ππάξρεη ξίδα. 

 

Γηα    1, : (1) 2 lim ( )
x

x f f x


      . Σν ζχλνιν ηηκψλ είλαη ην δηάζηεκα   2, .   

                              Δπεηδή ν αξηζκφο κεδέλ αλήθεη ζην ζχλνιν ηηκψλ, ππάξρεη ξίδα. 

 

Δπνκέλσο , ζπκπεξαίλνπκε φηη ε εμίζσζε  f ( x ) = 0 , έρεη κία κνλαδηθή ξίδα ε νπνία αλήθεη ζην δηάζηεκα  

 1, .  

Παξεκπηπηφλησο , ην ζχλνιν ηηκψλ ηεο ζπλάξηεζεο είλαη ε έλσζε ησλ επηκέξνπο ζπλφισλ ηηκψλ, δειαδή 

ην δηάζηεκα       , 1 2, 1 2,       . 
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2) Να ιχζεηε ηελ εμίζσζε  
 

2

1

2 ln 1
2 ,

2 1

x t
dt

t







  

 * .    

 

Λχζε 

Η εμίζσζε, ππνινγίδνληαο ην νινθιήξσκα, γίλεηαη:     
2 11 1

2ln ln 2 0 , 0
2 1 2 1

x x x


 


     

 
 

Η εμίζσζε έρεη πξνθαλή ιχζε ηε  x = e. 

 

Θεσξνχκε ηψξα ηε ζπλάξηεζε  f , κε ηχπν ην πξψην κέινο ηεο εμίζσζεο. 

Σφηε   
 

 
2

ln2
0 0,

x
f x ά x

x x



         

Γειαδή ε ζπλάξηεζε είλαη γλεζίσο αχμνπζα ζε φιν ην πεδίν νξηζκνχ ηεο. 

 

Δπνκέλσο ε εμίζσζε  έρεη κνλαδηθή ξίδα ηε  x = e. 

 

 

3)  Αθνχ κειεηήζεηε σο πξνο ηε κνλνηνλία ηε ζπλάξηεζε  
2

( )
3

x

f x x
 

  
 

,  

ζηε ζπλέρεηα λα ιχζεηε ηελ εμίζσζε:   

22

22 2
2 .

3 3

x x

x x



   
      

   
 

Λχζε 

Η ζπλάξηεζε είλαη ζπλερήο θαη παξαγσγίζηκε, κε  
2 2

( ) ln 1 0 .
3 3

x

f x ά x  
 

      
 

 

( ππελζπκίδεηαη φηη  ln 2/3 < 0 ). Γειαδή ε ζπλάξηεζε είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζε φιν ην R. 

Η εμίζσζε γίλεηαη :       
22

2 22 2
2 2

3 3

x x

x x f x f x



   
         

   
   (1) 

Δπεηδή φκσο ε ζπλάξηεζε  f  είλαη γλεζίσο αχμνπζα , έπεηαη φηη είλαη  ΄΄ 1 – 1 ΄΄  

 

Έηζη ε  (1)  γίλεηαη :  2 22 2 0 1 2x x x x x ή x           

 

 

 

4)  Γίδεηαη ζπλάξηεζε    3: ( ) ( ) 2 3 , .f f f x f x x x      

α)  Να απνδείμεηε φηη ε ζπλάξηεζε είλαη  ΄΄ 1 – 1 ΄΄ 

β)  Να ιχζεηε ηελ εμίζσζε :      32 4 ,f x x f x x     

Λχζε 

 

α)  Έζησ     1 2 1 2,x x f x f x  . Σφηε έρνπκε: 

επεηδή ε  f  είλαη ζπλάξηεζε, ηζρχεη     1 2( ) (f f x f f x   (1) 

επίζεο  3 3

1 2( ) ( )f x f x   (2) 

Αλ πξνζζέζνπκε θαηά κέιε ηηο ζρέζεηο  (1) θαη (2), έρνπκε φηη : 

   3 3

1 1 2 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) 2 3 2 3f f x f x f f x f x x x x x         . 

Άξα ε  f  είλαη  ΄΄ 1 – 1 ΄΄  
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β) Δπεηδή ε ζπλάξηεζε  f  είλαη  ΄΄ 1 – 1 ΄΄, ε εμίζσζε γίλεηαη : 

        3 3 32 4 2 4 2 2 4 0f x x f x x x x x x             (Δ) 

Παξαγνληνπνηνχκε κε ηε βνήζεηα ηνπ ζρήκαηνο  HORNER, έηζη έρνπκε:  

       21 2 2 4 0 1x x x x       

 

 ΣΦΟΛΙΟ:  Υπάξρεη ην ελδερόκελν ε εμίζωζε  (Ε)  λα κε ιύλεηαη κε θιαζηθνύο ηξόπνπο. Τόηε ζα  
ρξεζηκνπνηήζνπκε ηηο δηάθνξεο κεζνδεύζεηο κε ηε βνήζεηα ηεο Αλάιπζεο. 
 

 

5)  Γίδεηαη ζπλάξηεζε  f , ε νπνία αληηζηξέθεηαη θαη ε γξαθηθή ηεο παξάζηαζε δηέξρεηαη απφ ηα ζεκεία  

     Α(1,2)  θαη  Β(2,4). Να ιχζεηε ηελ εμίζσζε :   1 22 ( 3) 2f f x     

Λχζε 

 

Αθνχ ε ζπλάξηεζε αληηζηξέθεηαη, έπεηαη φηη είλαη  ΄΄ 1 – 1 ΄΄  

Έηζη έρνπκε : 

                      
     

   

(2) 4
1 2 2

1 1(1) 2
2 2 2

2 ( 3) 2 2 3 2

3 2 3 (1) 3 1 2

f

f ΄΄ ΄΄f

f f x f x f

f x f x f x x






       

          

 

 

 

 

6)  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f , κε ηχπν  2005 2003( )f x x x  .  

α)  Να βξείηε ηελ ηηκή  f (1) 

β)  Να εμεηάζεηε αλ ε ζπλάξηεζε είλαη  ΄΄ 1 – 1 ΄΄ ζην  R 

γ)  Να ιχζεηε ηελ εμίζσζε  
2003 20052x x   

Λχζε 

 

α) Η  f  γηα  x = 1  γίλεηαη: f (1) = 2 

 

β) Έζησ  1 2 1 2, ( ) ( )x x f x f x   

    Σφηε : 

             

2005 2003 2005 2003 2005 2005 2003 2003

1 1 2 2 1 2 1 2

2004 2004 2002 2002

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

0

0 0

0

x x x x x x x x

x x x x x x x x x x

x x ό 

        

            

  

 

( φπνπ  Α , Β  νη δχν παξελζέζεηο ). 

 

Άξα ε ζπλάξηεζε  f  είλαη  ΄΄ 1 – 1 ΄΄ 

 

 Δλαιιαθηηθά, γηα ηελ απφδεημε ηνπ  ΄΄ 1 – 1 ΄΄, ζα κπνξνχζακε λα ειέγμνπκε ηε κνλνηνλία . 

Γειαδή:  2004 2002( ) 2005 2003 0 .f x x x ά x          

( ε ηζφηεηα πξνθχπηεη ζην κεκνλσκέλν ζεκείν κε ηεηκεκέλε  ρ = 0 ) 

Δπνκέλσο ε  f  είλαη γλεζίσο αχμνπζα ζην  R, άξα θαη  ΄΄ 1 – 1 ΄΄ . 

γ) Η εμίζσζε γίλεηαη : 
( )

( ) 2 ( ) (1) 1f x f x f x


      
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7)  Έζησ νη ζπλαξηήζεηο  f , g  κε πεδίν νξηζκνχ ην  R. 
     Γίλεηαη φηη ε ζπλάξηεζε ηεο ζχλζεζεο   fog  είλαη  ΄΄ 1 – 1 ΄΄  

α)  Να δείμεηε φηη ε  g  είλαη  ΄΄ 1 – 1 ΄΄ 

β)  Να δείμεηε φηη ε εμίζσζε :     3( ) ( ) 2 1g f x x x g f x x       έρεη αθξηβψο δχν ζεηηθέο θαη κία 

αξλεηηθή ξίδα. 

Λχζε 

α)  Η  fog  έρεη θαη απηή πεδίν νξηζκνχ ην  R  θαη αθνχ είλαη  ΄΄ 1 – 1 ΄΄, έρνπκε:   

Γηα θάζε     1 2 1 2 1 2, ( ) ( )x x f g x f g x ό x x       (1) 

Έζησ  ηπραία  
1 2 1 2, ( ) ( )x x g x g x   

Σφηε επεηδή ε  f  είλαη ζπλάξηεζε, έρνπκε φηη         1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )f g x f g x f g x f g x    

θαη ιφγσ ηεο  (1) ,  
1 2x x .  Δπνκέλσο ε ζπλάξηεζε  g  είλαη  ΄΄ 1 – 1 ΄΄  

 

β)  Δπεηδή ε  g  είλαη  ΄΄ 1 – 1 ΄΄, ε εμίζσζε γίλεηαη : 
3 3 3( ) ( ) 2 1 2 1 3 1 0f x x x f x x x x x x x              

Θεσξνχκε ζπλάξηεζε  3( ) 3 1 ,h x x x x     

Γηα λα βξνχκε ηα δηαζηήκαηα ζηα νπνία ελδερνκέλσο ππάξρνπλ νη ξίδεο ηεο εμίζσζεο  h ( x ) = 0, 

βξίζθνπκε ηα δηαζηήκαηα κνλνηνλίαο ηεο  h. Έηζη έρνπκε :  2( ) 3 3 ,h x x x     

 

Σφηε :   

( ) 0 1 ,

( ) 0 1 1 ,

( ) 0 1 1

h x x

h x x ή x

h x x

    

     

     

   

 

Δπνκέλσο ε ζπλάξηεζε είλαη γλήζηα αχμνπζα ζην δηάζηεκα   , 1  ,  γλήζηα θζίλνπζα ζην   1,1  θαη 

γλήζηα αχμνπζα ζην   1, .  

Γειαδή ε εμίζσζε έρεη ηξεηο ην πνιχ ξίδεο, θαζεκία ζηα αληίζηνηρα δηαζηήκαηα. 

Σψξα εξγαδφκαζηε ζε θαζέλα απφ ηα δηαζηήκαηα μερσξηζηά, πξνζπαζψληαο λα βξνχκε αλ ππάξρνπλ ξίδεο 

 

Γηα   , 1 : lim ( ) ( 1) 3.
x

x h x h


        Σν ζχλνιν ηηκψλ είλαη ην δηάζηεκα   ,3 . 

                             Δπεηδή ην κεδέλ αλήθεη ζην ζχλνιν ηηκψλ, ππάξρεη κία ξίδα ε νπνία αλήθεη ζην δηάζηεκα  

                               , 1  , δειαδή είλαη αξλεηηθή. 

 

Γηα   1,1 : ( 1) 3 (1) 1.x h h        Σν ζχλνιν ηηκψλ είλαη ην δηάζηεκα  [–1,3].  

                             Δπεηδή ην κεδέλ αλήθεη ζην ζχλνιν ηηκψλ, ππάξρεη κία ξίδα, ε νπνία φκσο αλήθεη ζην     

                             δηάζηεκα  (–1,1), έηζη δελ κπνξνχκε λα εμάγνπκε φηη είλαη ζεηηθή. Γηα ην ιφγν απηφ,  

                             αλαγθαδφκαζηε λα πεξηνξίζνπκε ην εχξνο ηνπ δηαζηήκαηνο θαη λα εξγαζηνχκε ζην  

                             δηάζηεκα  [0,1]. Δίλαη  h(0) = 1, νπφηε ην ζχλνιν ηηκψλ πεξηνξίδεηαη ζην δηάζηεκα       

                             [h(1), h(0)] = [–1,1]. Σν κεδέλ αλήθεη θαη ζην λέν ζχλνιν ηηκψλ, επνκέλσο ππάξρεη ξίδα,  

                             ε νπνία αλήθεη ζην δηάζηεκα  ( 0,1), νπφηε είλαη ζεηηθή.  

 

Γηα   1, : (1) 1 lim ( ) .
x

x h h x


        Σν ζχλνιν ηηκψλ είλαη ην δηάζηεκα   1, .   

                             Δπεηδή ην κεδέλ αλήθεη ζην ζχλνιν ηηκψλ, ππάξρεη κία ξίδα ε νπνία αλήθεη ζην  

                             δηάζηεκα   1, , νπφηε είλαη ζεηηθή. 

 

Δπνκέλσο  ε εμίζσζε έρεη αθξηβψο δχν ζεηηθέο θαη κία αξλεηηθή ξίδα. 

 

 

x

h΄ .+ .- .+

h

              -1               1       +-
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Ε΄ ΜΕΡΟ΢ 

 

Αξθεηέο αζθήζεηο μεθεύγνπλ από ηε ζπγθεθξηκέλε κεζνδνινγία.                                                                     

Έηζη πνιιέο θνξέο ρξεζηκνπνηώληαο ηε ζεσξία ηεο Αλάιπζεο κεηαηξέπνπκε ηηο εμηζώζεηο ζε άιιεο 

ηζνδύλακεο, πεξηζζόηεξν πξνζηηέο ζηελ επίιπζή ηνπο. 

 

 

Παξαδείγκαηα 

 

1)  Γίδεηαη ε ζπλάξηεζε  ( ) ( ) ,xf x x e x           (1) 

   Να πξνζδηνξίζεηε ηνπο πξαγκαηηθνχο αξηζκνχο  ι , κ  θαη  α ,  ψζηε λα ηζρχεη : 

                     2( )
x

uf x u u e du c ά x

             (2) 

 Λχζε 

 

Η ηζφηεηα  (2)  γηα  x = α  δίλεη  f (α ) = c , ελψ απφ ηελ  (1)  έρνπκε φηη  f ( α ) = 0. Άξα  c = 0. 

Η  f  είλαη παξαγσγίζηκε, έηζη απφ ηηο  (1)  θαη  (2)  αληίζηνηρα παίξλνπκε : 

                   2( ) 1 ( )x x x xf x e x e e x f x x x e                  

Οη ηειεπηαίεο ηζρχνπλ ηαπηφρξνλα, φηαλ : 

                                   
   2

2

1

1

x xx e x x e ά x

ή x x x ά x

     

     

      

     
 

 

Απφ ηελ ηειεπηαία ηζφηεηα πνιπσλχκσλ, πξνθχπηεη φηη :  ι = 0 ,  κ = –1 ,  α = –1  

 

 

2) Γίδνληαη νη πξαγκαηηθνί αξηζκνί  α , β , γ , δ   κε  0 .                

   Να ιχζεηε ηελ εμίζσζε :  , .x x x x x         (Δ) 

Λχζε 

 

Η εμίζσζε  (Δ)  είλαη ηζνδχλακε κε ηε :    
x x x x

x x x x    
   

   

 
    

 
    (1)  

Η ησξηλή κνξθή ηεο εμίζσζεο καο ζπκίδεη ην  Θεψξεκα Μέζεο Σηκήο. 

 

Έηζη, ζεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε   ( ) , 0,xf t t t    , ε νπνία είλαη 

 ζπλερήο ζηα δηαζηήκαηα  [α , β] θαη  [ γ , δ ] 

 παξαγσγίζηκε ζηα  (α , β)  θαη  ( γ , δ ),  κε    1 , 0xf t x t t     

Οπφηε ηζρχεη ην  Θ.Μ.Σ.  ζηα αληίζηνηρα δηαζηήκαηα, επνκέλσο ππάξρνπλ     1 2, ,         

ψζηε :    1 1

1 1 2 2

( ) ( ) ( ) ( )x x x x
x xf f f f

f x f x
       

    
       

    
        

   
 

 

Δπνκέλσο ε  (1)  γίλεηαη :  

                                          

 

2

1 1 1 1 1 1

1 2 1 2 1 2

1
0

1 1 1
1 2

2

0 0 0

1 1 0 1.

x x x x x x

x

x x

x x x x ή

x x


     


 



     




 

          

 
        

 

 

Έηζη δείμακε φηη ε εμίζσζε  (Δ)  έρεη δχν ιχζεηο, ηε  x = 0  θαη  x = 1. 

 



Πειραματικό Γενικό Λύκειο Ευαγγελικήσ Σχολήσ Σμύρνησ                                                                                                                                       Ανάλυςη 

 

   Άλκησ Τζελέπησ                                                                                                                                                                                                                               89 

3)  Γίδεηαη ε ζπλάξηεζε κε ηχπν 2 2( ) , 0, , 0.f x x x ώ                   

   Να δείμεηε φηη ε εμίζσζε  f ( x ) = 0  έρεη δχν αθξηβψο πξαγκαηηθέο ξίδεο , απφ ηηο νπνίεο ε κία    

   ηνπιάρηζηνλ βξίζθεηαη ζην δηάζηεκα  ( 0 ,1). 

Λχζε 

 

Δπεηδή ε εμίζσζε είλαη δεπηέξνπ βαζκνχ, γηα λα έρεη αθξηβψο δχν πξαγκαηηθέο ξίδεο , πξέπεη ε δηαθξίλνπζα 

λα είλαη ζεηηθή. Γειαδή αξθεί λα δείμνπκε φηη :  2 4 0      

Έρνπκε φηη :  

                     
 

 

22 2 2 2 2

2

0 4 4 4 4 4 4

2 0 , 0.ή

              

  

                

     
 

 

Δπηπιένλ ε ζπλάξηεζε  f  είλαη ζπλερήο ζην δηάζηεκα  [0 ,1]  σο πνιπσλπκηθή, κε 

2
(0)

(0) (1) 0
(1)

f
f f a

f


  

  

 
     

   
          ( απφ ηελ ππφζεζε ) 

 

Έηζη ηθαλνπνηνχληαη νη πξνυπνζέζεηο ηνπ  Θ. Bolzano, επνκέλσο ε εμίζσζε  f ( x ) = 0  έρεη κία 

ηνπιάρηζηνλ απφ ηηο δχν ξίδεο ηεο ζην δηάζηεκα  ( 0 ,1). 

 

 

 

4)  Γίδεηαη ζπλάξηεζε  f  νξηζκέλε ζην  R, ε νπνία έρεη κνλνκειέο ζχλνιν ηηκψλ. 

   Να ιχζεηε ηελ εμίζσζε :       2 2ln ( 2) 1 0 , 0,f x x f f x x         

Λχζε 

 

Θεσξνχκε ζπλάξηεζε  f ,  κε ζχλνιν ηηκψλ     f  . 

Σφηε ηζρχεη φηη :     2 ( 2)f x f f x       γηα θάζε  x  

Έηζη ε εμίζσζε γίλεηαη :  

1

2
1

2ln 1 0 2ln 1 ln
2

x x x x e 


             

Δπνκέλσο ε εμίζσζε έρεη κνλαδηθή ιχζε ηε  
1

x
e

  

 

 

 

5) Γίδεηαη ε δχν θνξέο παξαγσγίζηκε  ζπλάξηεζε  f  ζην δηάζηεκα  [0 ,1], κε (0) 0 (1) (1)f f f   ,   

    λα  δείμεηε φηη ε εμίζσζε    0f x   έρεη κία ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην δηάζηεκα  ( 0 ,1 ). 

Λχζε 

 

Γηα ηε ζπλάξηεζε  f  ηζρχνπλ νη πξνυπνζέζεηο ηνπ  Θ. Μ. Σ.  ζην δηάζηεκα  [0 ,1] ,                                         

έηζη ππάξρεη        1 1 1

(1) (0)
0,1 : (1)

1 0

f f
x f x f x f


    


    (1) 

Γηα ηε ζπλάξηεζε  f ΄  ηζρχνπλ νη πξνυπνζέζεηο ηνπ  Θ. Rolle  ζην δηάζηεκα   1,1x ,                                     

δηφηη  
(1) ( )

1 (1) (1)f x f f


    

Δπνκέλσο ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ       0 1 0,1 0,1 : 0.x x f x    
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ΔΝΟΣΗΣΑ 11η:  

Η  ΓΙΑΣΑΞΗ  ΢ΣΗΝ  ΑΝΑΛΤ΢Η 

 
 
 

 

 

΢ην παξφλ θεθάιαην ζα γλσξίζνπκε κε πνηφλ ηξφπν ρξεζηκνπνηείηαη ε Αλάιπζε , έηζη ψζηε : 

λα απνδείμνπκε Αληζνηηθέο  ΢ρέζεηο , λα ιχζνπκε Αληζψζεηο , θαζψο επίζεο λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηηο 

Αληζνηηθέο  ΢ρέζεηο ζηελ επίιπζε πξνβιεκάησλ. 

Απαξαίηεην είλαη μεθηλψληαο λα ζπκεζνχκε ηηο ηδηφηεηεο ηεο δηάηαμεο ζηνπο πξαγκαηηθνχο αξηζκνχο, 

θπξίσο απηέο πνπ αθνξνχλ ζην πφηε παξακέλεη θαη πφηε αιιάδεη ε θνξά κηαο αλίζσζεο. 

 

 

Α΄ ΜΕΡΟ΢ 

 

Δπίιπζε αζθήζεσλ ζηηο νπνίεο καο δεηείηαη λα απνδείμνπκε ηελ αιήζεηα κηαο Αληζνηηθήο  ΢ρέζεο. 

Απηφ κπνξεί λα γίλεη κε ηνπο εμήο ηξφπνπο : 

 Με ηε βνήζεηα ηνπ  Θεσξήκαηνο Μέζεο Σηκήο 

 Με ηε βνήζεηα ηεο  Μνλνηνλίαο 

 Με ηε βνήζεηα ησλ Αθξφηαησλ 

 Με ηε βνήζεηα ηνπ  ΢πλφινπ Σηκψλ 

 Με ηε βνήζεηα ηεο  Κπξηφηεηαο 

 

 

1
η
 Περίπτωση 

Υξεζηκνπνηνύκε ην  Θ.Μ.Σ.  θπξίσο ζε πεξηπηώζεηο δηπιώλ αληζνηηθώλ ζρέζεσλ. 

Σν πξώην, ην νπνίν πξέπεη λα δηαθξίλνπκε, είλαη γηα πνηα ζπλάξηεζε θαη ζε πνην δηάζηεκα ζα εθαξκόζνπκε 

ην  Θ.Μ.Σ.  Απηό θαίλεηαη , κεξηθέο θνξέο κεηά από θάπνηα επεμεξγαζία, από ηε κνξθή ηεο ζρέζεο πνπ 

ζέινπκε λα απνδείμνπκε. 

 

 

1
ν
 Παξάδεηγκα 

 

Να δείμεηε φηη ηζρχεη :      
2

2 ln 2
2

e

e
    

Λχζε 

 

Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε  g, κε  ( ) lng x x . Γηα ηε  g  ηζρχνπλ : 

 Η  g  είλαη ζπλερήο ζην δηάζηεκα  [2 , e] 

 Η  g  είλαη παξαγσγίζηκε ζην δηάζηεκα  (2 , e), κε 
1

( )g x
x

   

Δπνκέλσο απφ ην Θ.Μ.Σ. έπεηαη φηη ππάξρεη     
( ) (2) 1 1 ln 2

2, :
2 2

g e g
e g

e e
 



 
   

 
  (1) 

Έρνπκε φκσο φηη : 
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 
(1)1 1 1 1 1 ln 2 1

2, 2
2 2 2

2 2 2
1 ln 2 1 1 ln 2 1

2 2

2 2
ln 2 2 2 ln 2

2 2

e e
e e e

e e e

e e

e e

e e

 



          



 
         

        

 

 

 

2
ν
 Παξάδεηγκα 

 

Γίδεηαη ζπλάξηεζε  f  ε νπνία είλαη ζπλερήο ζην δηάζηεκα  [0 ,4]    

                                       κε  (0) 1f       θαη   2 ( ) 5 0,4f x ά x     .                                                                                                    

Να δείμεηε φηη ηζρχεη ε ζρέζε :  9 (4) 21f   

Λχζε 

 

Γηα ηε ζπλάξηεζε  f  ηζρχνπλ : 

 Η  f  είλαη ζπλερήο ζην [0 ,4] 

 Η  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην (0 ,4) 

Δπνκέλσο απφ ην Θ.Μ.Σ.  έπεηαη φηη ππάξρεη       
(4) (0) (4) 1

0,4 :
4 0 4

f f f
f f  

 
    


 (1) 

Δπεηδή  0,4  , απφ ηα δεδνκέλα έρνπκε φηη : 

            
(1) (4) 1

2 5 2 5 8 (4) 1 20 9 (4) 21
4

f
f f f


             

 

 

3
ν
 Παξάδεηγκα 

 

Να δείμεηε φηη :  2 2 , , .x x x x              

Λχζε 

 

Τπνζέηνπκε φηη  x  . Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε κε ηχπν  2( )f t t  , ε νπνία ηθαλνπνηεί ηηο 

πξνυπνζέζεηο ηνπ Θ.Μ.Σ. ζην δηάζηεκα  [x ,ς], αθνχ είλαη ζπλερήο ζην  [x ,ς]  θαη παξαγσγίζηκε ζην  

(x ,ς) , κε     2 2f t t t t        . 

Δπνκέλσο ππάξρεη     
2 2( ) ( )

, : 2
f x f x

x f
x x

   
    

 

 
   

 
   (1) 

Η ζρέζε πνπ ζέινπκε λα απνδείμνπκε, γίλεηαη ηζνδχλακα: 

                        
2 2 (1)

1 2 1 2 1
x

x

  
   




     


, 

ε νπνία είλαη κία ζρέζε πνπ ηζρχεη πάληα. 

 

Όκνηα απνδεηθλχεηαη ε πεξίπησζε  x > ς. 
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4
ν
 Παξάδεηγκα 

 

Να δείμεηε φηη :  1 1x xx e x e ά x         

Λχζε 

 

Η ζρέζε γίλεηαη ηζνδχλακα :  01x x x xx e x e x e e x e          

Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε κε ηχπν  ( ) tf t e  

 Αλ  0x  , ηφηε γηα ηελ  f  ηζρχνπλ νη πξνυπνζέζεηο ηνπ Θ.Μ.Σ. ζην δηάζηεκα  [0 , x], νπφηε ππάξρεη 

   
( ) (0) 1

0, :
0

xf x f e
x f e

x x

 
 

   


  (1) 

Δπεηδή : 

                  

(1)
0

0

0 ( )

1
1 1

x

x x
x x x

x έ ή f e e e

e
e x e x e

x

  



    


      

 

 Αλ  0x  , απφ ην Θ.Μ.Σ. γηα ηελ  f  ζην δηάζηεκα  [x , 0], φκνηα έρνπκε φηη:  1x xx e x e     

 Αλ  0x  , έρνπκε φηη:  
01 1e   

 

Δπνκέλσο γηα θάζε πξαγκαηηθφ αξηζκφ  x, ηζρχεη φηη:  1 1x xx e x e      

 

 

 

5
ν
 Παξάδεηγκα 

 

Γίδεηαη ζπλάξηεζε  f , ε νπνία είλαη παξαγσγίζηκε  ζην  R , κε παξάγσγν  f ΄  γλεζίσο αχμνπζα.  

Σφηε λα δείμεηε φηη :   2 (1) (0) (2)f f f     (1) 

Λχζε 

 

Η  (1)  ηζνδχλακα γίλεηαη :  (1) (0) (2) (1)f f f f     (2) 

 

Γηα ηε ζπλάξηεζε  f  ζηα δηαζηήκαηα  [0 ,1]  θαη  [1 ,2]  ηζρχνπλ νη πξνυπνζέζεηο ηνπ Θ.Μ.Σ.,  

νπφηε ππάξρνπλ   

                  

   

   

1 1

2 2

(1) (0)
0,1 : (1) (0) (3)

1 0

(2) (1)
1,2 : (2) (1) (4)

2 1

f f
f f f

f f
f f f

 

  


   




   



  

Δπεηδή ε  f ΄ είλαη γλεζίσο αχμνπζα, έρνπκε : 

                              
(3),(4)

1 2 1 2 (1) (0) (2) (1)f f f f f f           

δειαδή ε δνζείζα. 
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6
ν
 Παξάδεηγκα 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε :  

 

23

24
2

( ) , 0 1
1

x
f x x

x
  


 

η)  Να δείμεηε φηη ε ζπλάξηεζε είλαη γλεζίσο αχμνπζα ζην δηάζηεκα  (0 ,1). 

ηη)  Αλ  0
2


    , λα δείμεηε φηη : 

                                                             

23 48

 

  

   
   

   
 

 

Λχζε 

 

η)  Η  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην  (0 ,1) , κε   

 

22 24

25
2

23 25
( ) 0

1

x x
f x

x


   


. 

΢πλεπψο ε  f  είλαη γλεζίσο αχμνπζα ζην δηάζηεκα  (0 ,1). 

 

ηη) Έρνπκε : 

                       

 

   

: :

23 23 23 23

24 24 48 482 2

23 48

0 0 1 ( )
2

1 1

x f

f f


     

       

      

 

  

 

       

   
 

   
   

   

 

 

 

7
ν
 Παξάδεηγκα 

 

Γίδεηαη ζπλάξηεζε  f , δχν θνξέο παξαγσγίζηκε γηα ηελ νπνία ηζρχεη φηη  ( ) ( ) 0.f f    Αλ ππάξρεη 

 , ( ) 0ώ f      , ηφηε λα απνδείμεηε φηη ππάξρεη     , : 0f     . 

Λχζε 

 

Φαίλεηαη φηη πξέπεη λα εθαξκφζνπκε Θ.Μ.Σ. γηα ηε ζπλάξηεζε  f ΄. Πξέπεη φκσο λα βξνχκε ζε πνην 

δηάζηεκα. 

Γηα ηε ζπλάξηεζε  f  ηζρχνπλ νη πξνυπνζέζεηο ηνπ Θ.Μ.Σ. ζηα δηαζηήκαηα  [α ,γ]  θαη [γ ,β].       

 Έηζη έρνπκε φηη :  

                               

 

 

1 1

2 2

( ) ( ) ( )
0 ,

( ) ( ) ( )
0 ,

f f f
f

f f f
f

  
    

   

  
    

   


     

 


     

 

 

Δμαζθαιίδνληαη ινηπφλ νη πξνυπνζέζεηο ηνπ  Θ.Μ.Σ.  γηα ηελ   1 2, .f ά               

Δπνκέλσο ππάξρεη 

                               
     

   

   

2 1

1 2

2 1

2 1 2 1

, , , : 0

0 , 0 0

f f
ή f

ύ f f

 
       

 

     

 
   



    
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2
η
 Περίπτωση 

Ο νξηζκόο ηεο κνλνηνλίαο εκπεξηέρεη ηε ινγηθή ηεο δηάηαμεο. Έηζη ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ απόδεημε 

αληζνηηθώλ ζρέζεσλ. 

 

1
ν
 Παξάδεηγκα 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f, κε   
ln

( ) , 0, .
x

f x x
x

    

α) Να εμεηάζεηε ηε κνλνηνλία ηεο ζπλάξηεζεο 

β) Να απνδείμεηε φηη  .ee   

Λχζε 

α)  Η ζπλάξηεζε είλαη παξαγσγίζηκε ζην Πεδίν Οξηζκνχ ηεο, κε  
2

1 ln
( ) , 0

x
f x x

x


   . 

Σφηε έρνπκε: 

 

 ( ) 0 1 ln 0 ln 1 ln ln 0f x x x x e x e             

 ( ) 0f x x e     

 ( ) 0f x x e     

 

Έηζη πξνθχπηεη: 

                                   

 

  Δπνκέλσο ε ζπλάξηεζε είλαη γλεζίσο αχμνπζα ζην δηάζηεκα  0,e θαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην  ,e  . 

 

β) Δπεηδή e   θαη ε  f  είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην  ,e  , έπεηαη φηη  

       
ln ln

( ) ( ) ln ln ln ln .e ee
f e f e e e e

e

 
    


          

 

2
ν
 Παξάδεηγκα 

 

Έζησ  :f   παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε γηα ηελ νπνία ηζρχεη: 

                                    ( ) ( ) , .f x f x ά x          

α) Να εμεηάζεηε ηε ζπλάξηεζε 
( )

, ( )
x

f x
g g x

e
    σο πξνο ηε κνλνηνλία ηεο. 

β) Να απνδείμεηε φηη :  2005 2004(2004) (2005)e f e f   

 

Λχζε 

 

α) Η g είλαη παξαγσγίζηκε ζην R, κε 
 

2 2

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( )

xx x

x x x

e f x f xf x e e f x f x f x
g x

e e e

 

  

    
     

Δπνκέλσο απφ ηελ ππφζεζε  ( ) 0g x  , δειαδή ε  g  είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην R. 

 

β) Ιζρχεη :  

    2005 2004

2004 2005

(2004) (2005)
2004 2005 (2004) (2005) (2004) (2005)

f f
g g e f e f

e e

 

 
       . 

3
ν
 Παξάδεηγκα 

 

x 0 e          .+o 

 f΄ .+ o .-

f

o
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Να απνδείμεηε ηελ αληζνηηθή ζρέζε:   
3

, 0, .
6

x
x x x      

Λχζε 

Θεσξνχκε ζπλάξηεζε  f  κε  31
( ) , 0,

6
f x x x x x      ε νπνία είλαη παξαγσγίζηκε, κε 

 21
( ) 1 , 0, .

2
f x x x x       

 Γηα λα κειεηήζνπκε ηε κνλνηνλία ηεο  f , πξέπεη λα βξνχκε ην πξφζεκν ηεο παξαγψγνπ ηεο. Δπεηδή δελ 

είλαη εχθνιν λα ειεγρζεί κε θιαζηθνχο ηξφπνπο, ζεσξνχκε κία άιιε ζπλάξηεζε  g , κε  

 21
( ) 1 , 0, .

2
g x x x x      

Η  g  είλαη παξαγσγίζηκε κε    ( ) , 0, .g x x x x      Σφηε έρνπκε : 

 Γηα θάζε  0,x ύ x x x x        , δειαδή  ( ) 0g x   

 Γηα  0 (0) 0x έ g    

Δπνκέλσο ηζρχεη : 

 

Έηζη έρνπκε : 

0 ( ) (0) ( ) 0, ( ) 0
g

x g x g g x ή f x ά f         γλεζίσο αχμνπζα ζην 

δηάζηεκα  0, .  Άξα γηα 0 ( ) (0) ( ) 0x f x f f x     . 

Δπεηδή φκσο 3 31 1
(0) 0, : 0 ( ) 0 0 .

6 6
f έ x f x ά x x x x x x              

 
 

4
ν
 Παξάδεηγκα 

 

Γίλεηαη ζπλάξηεζε  f  δχν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην  [1,3] κε : 

   ( ) 0 1,3 , (2) 0 (3) 1f x ά x f f        . 

α)  Να απνδείμεηε φηη ππάξρεη έλα κφλν    2,3 : 1.f    

β)  Να βξείηε ην πξφζεκν ηεο δηαθνξάο  ( ) 1f x   ζην δηάζηεκα  [1,3]. 

γ)  Να απνδείμεηε φηη : 

      ( ) 2 1 2 ( ) 2 2 3f x x ό x f x x ό x           

 

Λχζε 

 

α)  Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε  g  κε ηχπν ( ) ( )g x f x x  . 

Η  g  είλαη παξαγσγίζηκε ( άξα θαη ζπλερήο ) ζην δηάζηεκα  [2,3] σο δηαθνξά παξαγσγίζηκσλ 

ζπλαξηήζεσλ, κε  ( ) ( ) 1g x f x   . 

Δπηπιένλ έρνπκε φηη  (2) (2) 2 2 (3) (3) 3 2 , (2) (3).g f g f ή g g           

Δπνκέλσο γηα ηε ζπλάξηεζε  g  ζην δηάζηεκα  [2,3]  ηζρχνπλ νη πξνυπνζέζεηο ηνπ  Θ.Rolle, νπφηε ππάξρεη 

έλα ηνπιάρηζηνλ         2,3 : 0 1 0 1.g f f             

Δπεηδή ε  g  είλαη δχν θνξέο παξαγσγίζηκε κε   ( ) ( ) 0 1,3g x f x ά x      , έρνπκε φηη ε 

ζπλάξηεζε  g΄ είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην δηάζηεκα  [1,3]. 

 Έηζη ν αξηζκφο  μ  είλαη ε κνλαδηθή ξίδα ηεο εμίζσζεο  ( ) 0 ( ) 1.g x f x     

x 0               .+o

 g΄ o .+

g g(0)

o
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β) Ο παξαθάησ πίλαθαο δείρλεη ηηο κεηαβνιέο ησλ ζπλαξηήζεσλ ( ) ( ) 1 , ( ) ( ) .g x f x g x f x x      

 

 

Γειαδή έρνπκε : 

                             

 1 (1) ( ) 0 ( ) 1 0

3 ( ) 1 0

( ) 1 0

g

x g g x g f x

x f x

x f x

 







           

    

   

 

 

γ) Ιζρχεη :  g (2) = g (3) 

Όηαλ  1 2 ( ) (2) ( ) 2 ( ) 2
g

x g x g f x x f x x            

Όηαλ  2 < x < 3  έρνπκε: 

                                       
 

 

2, ( ) (2)

,3 ( ) (3)

g

g

x g x g

x g x g

  

 

  

  

 

Δπεηδή φκσο είλαη  g (2) = g (3) , έρνπκε: 

Γηα θάζε  2,3 ( ) (2) ( ) 2 ( ) 2.x g x g f x x f x x          

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3
η
 Περίπτωση 

Όπσο ζηε κνλνηνλία, έηζη θαη ν νξηζκόο αθξόηαηνπ ( νιηθνύ ή ηνπηθνύ ) εκπεξηέρεη ηε ινγηθή ηεο δηάηαμεο. 

Υξεζηκνπνηείηαη ζπλήζσο ζηηο αληζνΐζόηεηεο αλ θαη ζε πνιιέο αζθήζεηο κπνξνύκε λα εξγαζηνύκε θαη κε ηνπο 

δύν ηξόπνπο. 

x 1          2 ξ 3

 f΄΄(x) .- .-

f΄(x)-1 .+ 0 .-

f(x)-x O.M.
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1

ν
 Παξάδεηγκα 

Να απνδείμεηε φηη   
1

2 3 0, .x ά x
x
       

Λχζε 

Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε  f, κε   
1

( ) 2 3 , 0,f x x x
x

      

Η  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην Πεδίν Οξηζκνχ ηεο, κε  
2 2 2

1 1 1 1
( )

x x x
f x

x x x xx


      . 

΢ηε ζπλέρεηα κειεηάκε ηελ  f  σο πξνο ηε κνλνηνλία θαη ηα αθξφηαηά ηεο: 

 

 
0

3( ) 0 1 0 1 1 1
x

f x x x x x x x


           

 ( ) 0 1f x x     

 ( ) 0 0 1f x x      

Έηζη έρνπκε ηνλ πίλαθα : 

                             
 

Δπνκέλσο ε ζπλάξηεζε είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην δηάζηεκα  0,1 θαη γλεζίσο αχμνπζα ζην  1, .  

Δπίζεο ε  f  παξνπζηάδεη νιηθφ ειάρηζην ζην  x = 1, ην (1) 0f  . 

Γειαδή ηζρχεη φηη :   ( ) (1) 0,f x f ά x      

Άξα :  
1 1

2 3 0 2 3x x
x x

      . 

 

2
ν
 Παξάδεηγκα 

 

α) Να απνδείμεηε φηη  3 2 ln 0.x x x ά x       

β) Αλ γηα ηνπο ζεηηθνχο αξηζκνχο  α, β, γ  ηζρχεη φηη  2005e     , λα απνδείμεηε φηη : 

                                      2 2 21 1 1 2005.            

Λχζε 

α)  Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε  f  κε  3 2( ) ln , 0f x x x x x      ε νπνία είλαη παξαγσγίζηκε ζην     Πεδίν 

Οξηζκνχ ηεο κε  
3 2

2 1 3 2 1
( ) 3 2 , 0

x x
f x x x x

x x

 
       

Ο πίλαθαο κεηαβνιψλ ηεο  f  είλαη ν παξαθάησ: 

 

 

 

Έηζη ε ζπλάξηεζε είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην δηάζηεκα  (0,1] , γλεζίσο αχμνπζα ζην  1,  θαη 

παξνπζηάδεη νιηθφ ειάρηζην γηα  x = 1, ην  f (1) = 0. 

Δπνκέλσο γηα θάζε 3 2 3 20 : ( ) (0) ln 0 ln .x ύ f x f x x x x x x           

 

x 0 1          .+o

 f΄ .- o .+

f

o

x 0 1

 f΄ .- o .+

f O.E.

+oo
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β) Λφγσ ηνπ α) εξσηήκαηνο έρνπκε: 

     

         

     

3 2

( )
3 2 3 3 3 2 2 2

3 2

3 2 3 2 3 2 2 2 2 2005

2 2 2

ln

ln ln ln ln

ln

ln 1 1 1 ln

1 1 1 2005.

e

  

           

  

            

     



 


           


  

             

     

 

 

3
ν
 Παξάδεηγκα 

 

΢ε αξθεηέο αζθήζεηο ππάξρεη ζπλδπαζκόο ηεο ζεωξίαο ηεο κνλνηνλίαο, κε ηε ζεωξία ηωλ 

αθξόηαηωλ, όπωο ζηελ άζθεζε πνπ αθνινπζεί. 
 

η)    Να απνδείμεηε φηη:        1 ln 1 1x x x ά x        

ηη)   Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  g  κε ηχπν  
 ln 1

( ) , 0
x

g x x
x


  . Να κειεηεζεί σο πξνο ηε κνλνηνλία ηεο. 

ηηη)  Να απνδείμεηε φηη:    
2006 20052006 2007  

Λχζε 

 

η)  Θεσξνχκε ηε ζπλερή θαη παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε  f  κε ηχπν  

                      
     

 

( ) 1 ln 1 , 1,

( ) ln 1 , 1

f x x x x x

f x x x

      

    
 

Ο πίλαθαο κεηαβνιψλ ηεο ζπλάξηεζεο είλαη ν παξαθάησ: 

 

 

Άξα ε  f  παξνπζηάδεη ειάρηζην, επνκέλσο ηζρχεη: 

 

                      ( ) (0) 1 ln 1 0 1 ln 1 , 1f x f x x x x x x x             

 

ηη)  Δίλαη: 

                
     

 2 2

ln 1 1 ln 11( ) , 0
1

x
x x x xxg x x

x x x

       


 

Έηζη ζχκθσλα κε ην πξνεγνχκελν εξψηεκα, ζα είλαη:  ( ) 0 0.g x ά x      

 

΢πλεπψο ε ζπλάξηεζε  g  είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην Πεδίν Οξηζκνχ ηεο. 

 

 

 

ηηη)  Ιζρχεη φηη: 

x -1 0

 f΄ .- o .+

f O.E.

+oo
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   

   
   

   
2006 2005 2006 2005

2005 2006 2005 2006

ln 2006 ln 2007
2006 ln 2006 2005 ln 2007

2005 2006

ln 2006 ln 2007 2006 2007

g

g g   

     

  

 

 

 

4
η
 Περίπτωση 

Ωο ελαιιαθηηθή επηινγή γηα ηελ απόδεημε αληζνηηθώλ ζρέζεσλ, κπνξνύκε λα ρξεζηκνπνηνύκε ην  ΢ύλνιν 

Σηκώλ  ηεο ζπλάξηεζεο. 

 

 

1
ν
 Παξάδεηγκα 

Έζησ ζπλάξηεζε  f  δχν θνξέο παξαγσγίζηκε κε   ( ) 0 , . ( ) ( ) 0f x ά x f f              λα 

απνδείμεηε φηη   ( ) 0 , .f x ά x       

Λχζε 

 

Δπεηδή ε δεχηεξε παξάγσγνο ηεο  f  είλαη ζεηηθή, ζπκπεξαίλνπκε φηη ε πξψηε παξάγσγφο ηεο  f  είλαη 

γλεζίσο αχμνπζα ζπλάξηεζε.                                                                                                                      

΢ηε ζπλέρεηα ζα πξνζπαζήζνπκε λα ειέγμνπκε ηε κνλνηνλία ηεο ζπλερνχο ζπλάξηεζεο f. 

Γηα ηε ζπλάξηεζε  f  ηθαλνπνηνχληαη νη πξνυπνζέζεηο ηνπ  Θ. ROLLE ζην δηάζηεκα  [α ,β], έηζη 

ζπκπεξαίλνπκε φηη ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ   , : ( ) 0.f      

Σν ζεκείν δε απηφ είλαη κνλαδηθφ, δηφηη ε  f   είλαη γλεζίσο αχμνπζα. Δπηπιένλ, 

 ( ) ( ) 0
f

x f x f  


       , δειαδή ε  f  είλαη γλεζίσο θζίλνπζα 

 0 ( ) ( )
f

x f f x  


       ,  δειαδή ε  f  είλαη γλεζίσο αχμνπζα 

Δπνκέλσο ηζρχεη : 

 

Άξα ην  ΢χλνιν Σηκψλ ηεο ζπλάξηεζεο  f  είλαη ην  ( ),0f   

Δπνκέλσο γηα θάζε  x ζην  , ( ) 0.ύ f x      

 

 

2
ν
 Παξάδεηγκα 

 

Γίλεηαη ζπλάξηεζε  f  κε ηχπν   ( ) , 2, .f x x x
x


     

Να απνδείμεηε φηη: 

η)   Γηα θάζε     3 : 1999 1 2000
1999 1

x ύ x x
x x

 
       

 
 

ηη)  
1000

2002 1001


   

Λχζε 

 

x α ξ        β

 f΄ .- o .+

f f(ξ)
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η) Σν πξψην κέινο ηεο αληζνηηθήο ζρέζεο καο ζπκίδεη ην  Θεψξεκα  Μέζεο Σηκήο.                                 

Η  f  είλαη ζπλερήο  θαη παξαγσγίζηκε ζε θάζε δηάζηεκα ηεο κνξθήο   1, 1999 , 3x x x   .                       

Δπνκέλσο ηθαλνπνηνχληαη νη πξνυπνζέζεηο ηνπ Θ.Μ.Σ.                                                                                              

Έηζη ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ     
   1999 1

1, 1999 :
2000

f x f x
x x f 

  
      

              1999 1 2000
1999 1

x f x f
x x

 
       

 
 

 

Δπνκέλσο αξθεί λα απνδείμνπκε φηη:   1 , 3.f x       (1) 

 

Θα πξνζπαζήζνπκε λα ππνινγίζνπκε ην  ΢χλνιν Σηκψλ ηεο ζπλάξηεζεο ηεο παξαγψγνπ ηεο  f. 

 

Δίλαη: 

                                    
2 2

2 2 3 3

( )

( ) 0

2.

f x
x x x

f x
x x x x x x x x

ά x

  
  

       
   

  

  

      



 

 

Έηζη ε ζπλάξηεζε  f ΄ είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην δηάζηεκα   2,  

Οπφηε ε κέγηζηε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο ζα είλαη ε  2 0 1
2 2

f
 

      

΢ηε ζπλέρεηα ζα ππνινγίζνπκε ην φξην:  lim lim
x x

f x
x x x

  
 

 

 
   

 
 

Γηα ην πξψην κέινο ηνπ αζξνίζκαηνο: 

Θέηνληαο  
0

, lim lim 1
x u

u ί u
x x

 
   

 
    

Γηα ην δεχηεξν κέινο ηνπ αζξνίζκαηνο ρξεζηκνπνηνχκε ην θξηηήξην παξεκβνιήο: 

 Έρνπκε     lim lim 0
x xx x x x x x x x x

        
  

 

   
          

   
 

Άξα απφ ην θξηηήξην παξεκβνιήο έρνπκε φηη  lim 0
x x x

 




 
 

 
 

Δπνκέλσο   lim 1 0 1
x

f x


    . 

Δπηπιένλ επεηδή ε ζπλάξηεζε  f ΄ είλαη ζπλερήο θαη γλεζίσο αχμνπζα ζην δηάζηεκα   2, , 

ζπκπεξαίλνπκε φηη ην  ΢χλνιν Σηκψλ ηεο είλαη ην δηάζηεκα:    2, 1, .
2

f
 

    
 

 

Απφ ην ΢χλνιν Σηκψλ παξαηεξνχκε φηη ηζρχεη:   1 , 2f x x   .                                                     

Δπνκέλσο ηζρχεη ε ζρέζε (1)  θαη κέζσ απηήο ε δνζείζα. 

 

ηη) Θέηνληαο ζηελ αληζφηεηα ηνπ πξψηνπ εξσηήκαηνο φπνπ  x = 3, έρνπκε: 

 

   
1000

2002 2 2000 2002 2000
2002 2 2002 2002 1001

   
            . 
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5
η
 Περίπτωση 

Γλσξίδνπκε όηη αλ κία ζπλάξηεζε είλαη θπξηή  (αληίζηνηρα θνίιε) ζε έλα δηάζηεκα Γ, ηόηε ε εθαπηνκέλε ηεο 

γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f  ζε θάζε ζεκείν ηνπ Γ, βξίζθεηαη “θάησ” (αληίζηνηρα “πάλσ”) από ηε γξαθηθή 

ηεο παξάζηαζε, κε εμαίξεζε ην ζεκείν επαθήο ηνπο. 

 

 

1
ν
 Παξάδεηγκα 

 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε κε ηχπν ( ) ln , 0.f x x x   

α)  Να κειεηήζεηε ηε ζπλάξηεζε σο πξνο ηε θπξηφηεηα 

β)  Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο, ζην ζεκείν      

     ηεο  Α (1,0). 

γ)  Να απνδείμεηε φηη :   ln 1 , 0,x x x     

     Πφηε ηζρχεη ε ηζφηεηα; 

Λχζε 

 

α)  Η ζπλάξηεζε  f  είλαη δχν θνξέο παξαγσγίζηκε, κε  
2

1 1
( ) ( ) , 0f x f x x

x x
     . 

     Δπεηδή γηα θάζε  0 ( ) 0x ύ f x    ,  έπεηαη φηη ε  f  είλαη θνίιε. 

 

β)  Δπεηδή  (1) 1f   ,  ε εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f  είλαη: 

      : 0 1 1 1.x x          

 

γ)  Δπεηδή ε  f  είλαη θνίιε, ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο βξίζθεηαη  “θάησ” απφ ηελ επζεία  ε.  

     Έηζη έρνπκε φηη  ln 1 , 0.x x x    

     Η ηζφηεηα αθνξά ζην ζεκείν επαθήο ηνπο , ην  Α (1,0). 

 

 

2
ν
 Παξάδεηγκα 

 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε κε ηχπν 5 3( ) , .f x x x x x     

Αθνχ κειεηεζεί σο πξνο ηε κνλνηνλία, λα απνδείμεηε φηη     1 , .xf e f x x    

Λχζε 

 

Η  f  είλαη γλεζίσο αχμνπζα ζην Πεδίν Οξηζκνχ ηεο, δηφηη: 4 2( ) 5 3 1 0 , .f x x x x        (1) 

Θεσξνχκε ζπλάξηεζε  g  κε ( ) , .xg x e x   

Έρνπκε φηη  ( ) ( ) 0 , .x xg x e g x e x      

 

Δπίζεο ε εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  g  ζην ζεκείν Α (0,1), είλαη: 1x    

 

Έηζη ε ζπλάξηεζε  g  είλαη θπξηή θαη επνκέλσο ε γξαθηθήο ηεο παξάζηαζε βξίζθεηαη “πάλσ” απφ ηελ 

εθαπηνκέλε ηεο, δειαδή ηζρχεη φηη:  1 , .xe x x    

 

Η ηζφηεηα αθνξά πάληνηε ην ζεκείν επαθήο, δειαδή ην  Α (0,1). 

 

Έρνπκε φκσο απφ ηελ  (1), φηη ε ζπλάξηεζε  f  είλαη γλεζίσο αχμνπζα.  Έηζη     1 , .xf e f x x    
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Β΄ ΜΕΡΟ΢ 

 

Δπίιπζε αζθήζεσλ ζηηο νπνίεο καο δεηείηαη λα ιχζνπκε ηελ αλίζσζε.                                                                          

Η κνλνηνλία ηεο ζπλάξηεζεο είλαη απηή πνπ θπξίσο καο βνεζάεη ζηελ επίιπζή ηνπο. 

 

 

1
ν
 Παξάδεηγκα 

 

Γίλεηαη ζπλάξηεζε  f , ε νπνία είλαη γλεζίσο κνλφηνλε θαη ε γξαθηθή ηεο παξάζηαζε δηέξρεηαη απφ ηα 

ζεκεία  Α (3,2)  θαη  Β (5,9). Να ιχζεηε ηελ αλίζσζε:   1 2( 8 ) 2 2 , .f f x x x      

Λχζε 

 

Δπεηδή ε  f  είλαη γλεζίσο κνλφηνλε θαη ηζρχεη φηη  3 5 (3) 2 9 (5)f f    ,  έπεηαη φηη  είλαη 

γλεζίσο αχμνπζα. 

 Χο εθ ηνχηνπ είλαη  “1-1”, επνκέλσο ππάξρεη ε αληίζηξνθή ηεο, ε νπνία δηέξρεηαη απφ ηα ζεκεία  Α΄(2,3)  

θαη  Β΄(9,5)  θαη είλαη νκνίσο γλεζίσο αχμνπζα. 
 

Έηζη έρνπκε: 

                        
       

   

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 2

( 8 ) 2 3 8 2 3 8 5

8 9 8 9 8 9 0 1 9

f f x x f f x x f x x

f x x f x x x x x

  

 

          

            
 

 

 

 

2
ν
 Παξάδεηγκα 

 

 Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  f , κε  ( ) ,xf x e x x    

 Να ειέγμεηε ηε κνλνηνλία ηεο ζπλάξηεζεο θαη ζηε ζπλέρεηα λα ιχζεηε ηελ αλίζσζε: 
2 1 1 2 0x x xe e x      

 

Λχζε 

 

Η ζπλάξηεζε είλαη παξαγσγίζηκε κε  ( ) 1 0 .xf x e ά x         

Δπνκέλσο ε ζπλάξηεζε είλαη γλεζίσο αχμνπζα ζην πεδίν νξηζκνχ ηεο. 

 

Η αλίζσζε γίλεηαη ηζνδχλακα: 

 

                         
       

     

2 21 1 2 1 2 1

2 2 2

1 1 0 1 1

1 1 1 1 0 0 .

x x x x x x

f

e e x x x e x x e x

f x x f x x x x x x

                   

             
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Γ΄ ΜΕΡΟ΢ 

 

Δπίιπζε αζθήζεσλ ζηηο νπνίεο  ΓΙΓΔΣΑΙ  Χ΢  ΠΡΟΫΠΟΘΔ΢Η  κηα αληζνηηθή ζρέζε. 

Υξεζηκνπνηνχκε ην  Θεψξεκα ηνπ FERMAT, δηφηη ε πξνυπφζεζή ηνπ πνπ αθνξά ζην αθξφηαην εκπεξηέρεη 

ηε ινγηθή ηεο δηάηαμεο. 

 

 

1
ν
 Παξάδεηγκα 

 

Γίλεηαη ζπλάξηεζε  f , ε νπνία είλαη παξαγσγίζηκε θαη ηζρχεη: ( ) 1 2 , .xx f x e x x      

Να απνδείμεηε φηη  f (0) = 3. 

Λχζε 

 

Η αληζνηηθή ζρέζε γίλεηαη ηζνδχλακα  ( ) 1 2 0 ,xx f x e x x        (1) 

ηελ νπνία ζα πξνζπαζήζνπκε λα εθκεηαιιεπζνχκε σο κία απφ ηηο ηξεηο πξνυπνζέζεηο ηνπ  Θ. Fermat ,   

ζπγθεθξηκέλα απηή πνπ αθνξά ζην αθξφηαην. 

Έηζη ζεσξνχκε ζπλάξηεζε  g  κε  ( ) ( ) 1 2 ,xg x x f x e x x       

Πξνζπαζνχκε λα βξνχκε έλαλ αξηζκφ ν νπνίνο λα κεδελίδεη ηε ζπλάξηεζε  g.  

Παξαηεξνχκε ινηπφλ φηη  g (0) = 0. Έηζη ιφγσ ηεο ζρέζεο  (1), έρνπκε φηη  

 

 ( ) (0)g x g ά x    ,  δειαδή ε  g  παξνπζηάδεη αθξφηαην ( κέγηζην ) ζην ζεκείν 
0 0x    

 ην  0  (κεδέλ)  είλαη εζσηεξηθφ ζεκείν ηνπ πεδίνπ νξηζκνχ ηεο  g 

 ε  g  είλαη παξαγσγίζηκε κε  ( ) ( ) ( ) 2 2 ,xg x f x x f x e x x        ,  επνκέλσο έρνπκε φηη  

(0) (0) 3g f    

 

Ιθαλνπνηνχληαη ινηπφλ νη πξνυπνζέζεηο ηνπ  Θ. Fermat , έηζη ηζρχεη φηη: 

(0) 0 (0) 3 0 (0) 3.g f f        

 

 

2
ν
 Παξάδεηγκα 

 

Αλ  1 2 3 1 2 3, , , ,        είλαη ζεηηθνί πξαγκαηηθνί αξηζκνί δηαθνξεηηθνί ηεο κνλάδαο θαη γηα θάζε  

1 1 2 2 3 3 1 2 3

x x xx ύ a                 (1) , ηφηε λα απνδείμεηε φηη:  31 2

1 2 3 1
     . 

Λχζε 

 

Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε  f  κε  1 1 2 2 3 3( ) ,x x xf x x         . 

Η ζπλάξηεζε είλαη παξαγσγίζηκε κε  1 1 1 2 2 2 3 3 3( ) ln ln ln ,x x xf x x                

θαη επηπιένλ ηζρχεη φηη:  1 2 3(0)f      . 

Έηζη ιφγσ ηεο  (1) , έρνπκε φηη  ( ) (0)f x f ά x    , επνκέλσο ε ζπλάξηεζε γηα  x = 0  

παξνπζηάδεη ειάρηζηε ηηκή ην  f (0).  

Δπνκέλσο ζχκθσλα κε ην  ζεψξεκα  Fermat  ζα ηζρχεη: 

 

                      
 

31 2

3 31 2 1 2

1 1 2 2 3 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

(0) 0 ln ln ln 0 ln ln ln 0

ln ln1 1

f
 

    

        

     

          

  
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3
ν
 Παξάδεηγκα 

 

α)  Να απνδείμεηε φηη γηα θάζε  1.xx ύ e x     

β)  Αλ γηα θάζε  1 , 0 .xx ύ x ί ό e              

Λχζε 

 

α)  Θεσξνχκε ζπλάξηεζε  f  κε  ( ) 1 ,xf x e x x    , ε νπνία είλαη παξαγσγίζηκε  κε 

    ( ) 1 ,xf x e x    . Βξίζθνπκε ηε κνλνηνλία θαη ηα αθξφηαηα ηεο  f. 

 

            

( ) 0 1 0

( ) 0 1 0

( ) 0 1 0

x

x

x

f x e x

f x e x

f x e x

     

     

     

 

 

Η ζπλάξηεζε είλαη ινηπφλ γλεζίσο θζίλνπζα ζην δηάζηεκα   ,0  θαη γλεζίσο αχμνπζα ζην  0, . 

Δπίζεο παξνπζηάδεη ειάρηζην γηα  x = 0 , δειαδή ηζρχεη φηη:  

( ) (0) 1 0 1 ,x xf x f e x e x x          

 

β)  Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε  h  κε  ( ) 1, , 0.xh x x x       

Η  h  είλαη παξαγσγίζηκε ζην ( ) ln 1xh x      θαη επηπιένλ ηζρχεη φηη  h (0) = 0. 

Δπεηδή  1 1 0 ( ) (0) ,x xx x h x h x          , έπεηαη φηη ε ζπλάξηεζε  h  γηα  x = 0  

παξνπζηάδεη ειάρηζην ην  h(0). 

 

Δπνκέλσο απφ ην  ζεψξεκα  Fermat  ζα ηζρχεη: 

 

(0) 0 ln 1 0 ln 1 .h e            

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Πειραματικό Γενικό Λύκειο Ευαγγελικήσ Σχολήσ Σμύρνησ                                                                                                                                       Ανάλυςη 

 

   Άλκησ Τζελέπησ                                                                                                                                                                                                                               105 

Δ΄ ΜΕΡΟ΢ 

 

Δπίιπζε αζθήζεσλ ζηηο νπνίεο καο δεηείηαη λα απνδείμνπκε αληζνηηθέο ζρέζεηο ζηηο νπνίεο ππάξρνπλ 

νινθιεξψκαηα. Βαζηδφκαζηε ζηελ εηδηθή ζεσξία απφ ηα νινθιεξψκαηα: 

Αλ ε ζπλάξηεζε  f  είλαη ζπλερήο ζην δηάζηεκα  [α ,β] θαη  ( ) 0, ( ) 0f x ό f x dx



   . 

Αλ επηπιένλ ε ζπλάξηεζε  f  δελ είλαη παληνχ κεδέλ ζην δηάζηεκα απηφ, ηφηε  ( ) 0f x dx



 . 

Σν επφκελν παξάδεηγκα καο δείρλεη κία επέθηαζε ησλ παξαπάλσ ηδηνηήησλ, δηφηη έρεη γεληθφηεξν 

πξνζαλαηνιηζκφ. 

 

 

1
ν
 Παξάδεηγκα 

 

Έζησ δχν ζπλαξηήζεηο  f , g ζπλερείο ζε δηάζηεκα  [α, β]. Να απνδείμεηε φηη : 

 

α)  Αλ   ( ) ( ) , , ( ) ( )f x g x ά x ό f x dx g x dx
 

 
           

 

β)  Αλ  m  ε ειάρηζηε θαη  Μ  ε κέγηζηε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο  f  ζην  [α ,β] , ηφηε 

   ( )m f x dx M



        

 

γ)  Γηα θάζε 
*x , λα απνδείμεηε φηη: 

11 1 1

1
dx

x



 



 
   

 

Λχζε 

 

α)  Έρνπκε:         ( ) ( ) 0 ,g x f x ά x        

Άξα:   [ ( ) ( )] 0 ( ) ( ) 0 ( ) ( )g x f x dx g x dx f x dx f x dx g x dx
    

    
           . 

 

β)  Ιζρχεη:     ( ) ,m f x M ά x         , επνκέλσο ζχκθσλα κε ην πξνεγνχκελν εξψηεκα 

έρνπκε:      ( ) ( ) .mdx f x dx Mdx m f x dx M
   

   
              

 

γ) Έρνπκε: 

    
1 1 1 11 1 1 1 1 1 1 1 1

1 ,
1 1 1

x ώ dx dx dx dx
x x x

   

   
   

     

   

          
      . 

 

2
ν
 Παξάδεηγκα 

α)  Να απνδείμεηε φηη:   , 0,
2

x x ά x


   
 

  
 

 

β)  Να απνδείμεηε φηη ε ζπλάξηεζε  f , κε ( )
x

f x
x


  είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην 0,

2

 
 
 

 θαη ζηε  

     ζπλέρεηα φηη  
2

, 0
R

R x x R


   
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γ)  Να απνδείμεηε φηη:   2

0
1

2

R x Re dx e
R


     

 

Λχζε 

α) Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε  g , κε  ( ) , 0,
2

g x x x x



 

   
 

. 

Η  g  είλαη παξαγσγίζηκε ζην πεδίν νξηζκνχ ηεο, κε   

    
2 2

2

2 2 2

1 1
( ) 1 , 0,

2

x x
g x x x

x x x

  


  

  
       

 
 

Έηζη ( ) 0 0,
2

g x ά x


  
 

   
 

 , επνκέλσο ε  g  είλαη γλεζίσο αχμνπζα ζην 0,
2

 


 
 

Άξα γηα θάζε  0, : ( ) (0) 0 .
2

x ύ g x g x x x x


   
 

       
 

 

 

β) Η  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην δηάζηεκα  0,
2

 
 
 

,  κε  
2

( ) , 0,
2

x x x
f x x

x

    
   

 
. 

Απφ ην πξνεγνχκελν εξψηεκα έρνπκε φηη γηα θάζε  0,
2

x
 

 
 

 ηζρχεη: 

0
x

x x x x x x x x x
x


    


         

Δπνκέλσο ε  ( ) 0 0,
2

f x ά x


  
 

   
 

, ζπλεπψο ε ζπλάξηεζε  f  είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην 

δηάζηεκα 0,
2

 
 
 

. 

Δπηπιένλ γηα θάζε  
02 2 2

0, : ( )
2 2

Rx x R
x ύ f x f x R x x

x

  
   

  

   
          
   

   (1) 

 

 

γ) Απφ ηελ  (1)  έρνπκε φηη: 

 
2 2

2 2

0 0

2
x R Re x x

R x R xR
R x x e e e dx e dx

 
  



 
          

Τπνινγίδνληαο ην νινθιήξσκα     
2 2 2

2

0
0

1 1
2 2 2

R R
x x

R Re dx e e e
R R R




 
   

 
 

       
 

  

Δπνκέλσο πξνθχπηεη ε δεηνχκελε ζρέζε:  2

0
1

2

R x Re dx e
R


    . 
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ΔΝΟΣΗΣΑ 12η:  

ΑΟΡΙ΢ΣΟ  ΟΛΟΚΛΗΡΧΜΑ 

 

 

1. Οξηζκφο Αξρηθήο ζπλάξηεζεο ή Παξάγνπζαο. 

2. Θεψξεκα γηα ην ζχλνιν ησλ παξαγνπζψλ κηαο ζπλάξηεζεο. 

3. Οξηζκφο Αφξηζηνπ Οινθιεξψκαηνο 

Παξαδείγκαηα απιψλ ζπλαξηήζεσλ, φπσο: εκρ, ζπλρ, 22, xe x  θιπ. 

4. ΠΙΝΑΚΑ΢ ΒΑ΢ΙΚΧΝ ΑΟΡΙ΢ΣΧΝ ΟΛΟΚΛΗΡΧΜΑΣΧΝ 

5. Ιδηφηεηεο πξάμεσλ 

 

Παξαδείγκαηα ηεο κνξθήο:         







 ,
2

,32,123,
1

,
22

3
dx

x
edttdxxxdx

x
dxx x

    













dx

x

x
dx
xx

dx
x

xdx
x

xx

2

4
,

1
,

1
52,

35 2

2

23


 . 

6. Η ζρέζε:     cxfdxxf   

 

 

Α΢ΚΗ΢ΔΙ΢ 

 

Ι) Να βξεζεί ε εμίζσζε ηεο θακπχιεο, ε νπνία νξίδεηαη απφ ηε ς  xdx , αλ γλσξίδνπκε φηη δηέξρεηαη 

απφ ην ζεκείν Α(π/2,2). 

 

ΙΙ) Να βξεζεί ν ηχπνο ηεο ζπλάξηεζεο, γηα ηελ νπνία γλσξίδνπκε φηη   13 2  xxf  θαη φηη ην δηάγξακκά 

ηεο πεξλά απφ ην ζεκείν Α(0,5). 

 

ΙΙΙ) Να βξείηε ηε ζπλάξηεζε, γηα ηελ νπνία ηζρχεη   212 2  xxf  θαη ε εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο ηεο 

παξάζηαζεο ζην ζεκείν ηεο Α(1,1) έρεη ζπληειεζηή δηεχζπλζεο 3. 

 

IV) ΢εκείν Α πνπ θηλείηαη ζε επζεία (ε), απέρεη θαηά ηε ρξνληθή ζηηγκή t =0 sec απφ ζηαζεξφ ζεκείν Ο ηεο 

(ε) 20cm θαη έρεη ηαρχηεηα 1/2 cm/sec. Αλ ε επηηάρπλζε ηνπ ζεκείνπ Α, θαηά ηε ρξνληθή ζηηγκή t, δίλεηαη 

απφ ηνλ ηχπν α (t) = εκt, λα βξεζνχλ: 

 

     α) ε εμίζσζε v(t) ηεο ηαρχηεηαο ηνπ θηλεηνχ 

 

     β) ε εμίζσζε s(t) ηεο θίλεζεο ηνπ θηλεηνχ. 

 

V) Να βξείηε ηε ζπλάξηεζε f, αλ ηζρχεη:       ,0,12 xxexf xf  θαη ε γξαθηθή ηεο παξάζηαζε ζην 

ζεκείν Α(1,f(1)) έρεη εθαπηνκέλε κε ζπληειεζηή δηεχζπλζεο 3/5. 
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ΜΕΘΟΔΟ΢  ΟΛΟΚΛΗΡΩ΢Η΢ “ ΜΕ  ΑΝΣΙΚΑΣΑ΢ΣΑ΢Η ” 

 

 

Δθθξάδεηαη κε ηνλ αθφινπζν ηχπν: 

       duufdxxgxgf )( , φπνπ u = g(x)  θαη  du = g΄(x)dx 

 

 

Σππνπνίεζε κεξηθψλ βαζηθψλ κνξθψλ νινθιεξσκάησλ: 

 

1
ε
 ΜΟΡΦΗ: 

                           caxF
a

dxaxf 
1

 

                         φπνπ F(x)  παξάγνπζα ηεο f 

 

Δθαξκνγέο: 

1.    dxx 62      2. 
 dxe x5      3.  

dx
x 34

2
     4.  


dx

x

x

2

5
     5.  dx

x2

1
2

 

 

2
ε
 ΜΟΡΦΗ: 

                       
 
  


cxfdx
xf

xf
)(ln  

 

Δθαξκνγέο: 

1. dx
xx

x






25

52
2

     2. 

dx

x

x

42
     3.  xdx  

 

3
ε
 ΜΟΡΦΗ: 

                          
 

 





1,
1

1

ac
a

xf
dxxfxf

a
a

 

 

 

Δθαξκνγέο: 

1.  xdxx 3      2. 
 


dx

e

e

x

x

3
2

     3.    dxxx
72 1  

 

΢ΥΟΛΙΟ: Με ηνλ ίδην ηξφπν κπνξνχκε λα ηππνπνηήζνπκε φια ηα βαζηθά νινθιεξψκαηα. 

 

4
ε
 ΜΟΡΦΗ: 

 

                        cxgxfdxxgxfxgxf )()()()()()(  

                                                   & 

                     c
xg

xf
dx

xg

xgxfxgxf



 )(

)(

)(

)()()()(
2
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Eθαξκνγέο: 

1.    dxxxx      2.  dxeex xx

 
2222   3. 


dx

x

xxx
2


      4. 


dx

x

x
2

ln1
 

 

Α΢ΚΗ΢ΔΙ΢ 

 

Να ππνινγηζζνχλ ηα νινθιεξψκαηα: 

1.   dxxx 2  

2.   dxxx 123  

3. 


dx
xx 22 1

1
, αληηθαηάζηαζε:  x = εκζ, -π/2 < ζ < π/2, ζ 0  

4.   d23 ,  αληηθαηάζηαζε:  t = ζπλζ 

5.  dx
x

xln
 

6. 

dx

x

x

52

5

 

7. 


dx
e

e

x

x

1

2

 

8.  dx
xx ln

1
 

9. 


dx
x

x





1
 

10. dx
x

x


 3
 

11. 
  


dx

xx

x

ln2

ln1
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ΟΛΟΚΛΗΡΩ΢Η ΚΑΣΑ ΠΑΡΑΓΟΝΣΕ΢ 

 

Αλ νη ζπλαξηήζεηο f, g είλαη παξαγσγίζηκεο ζην [α,β] κε ζπλερή παξάγσγν, ηφηε: 

 

                          
 
 

 

 

             
 

 

 

 

Δίλαη θαλεξό όηη ν παξαπάλσ ηύπνο ζα εθαξκόδεηαη όηαλ έρνπκε γηλόκελν ζπλαξηήζεσλ    . Γηα λα 

εθαξκόζνπκε όκσο ηνλ ηύπν πξέπεη λα αληηθαηαζηήζνπκε ηε κία από ηηο δύν (ηελ θαηάιιειε θαηά πεξίπησζε) 

κε ηελ παξάγσγν ηεο παξάγνπζάο ηεο (δειαδή κε ηελ παξάγσγν ηνπ αόξηζηνπ νινθιεξώκαηόο ηεο). 

 

 

Παξαδείγκαηα: 

 

1.     
 

 
  

        

              
 

 
         

                  
       

     
 

 
 

 

 

2.        
            

           
   

   
   

 
              

   

 
           

          
   

            
   

 

           
   

         
   

 

 

         
   

       
   

     

 

3.       
      

                       
                     

  
 

 

 

 

 

           
 

 
 

       
              

      
 

 

 

              

4.     


xedxxexexdxexdxeI xxxx
ee

x

xx

 )()(
)(

 

          




 




dxxexexexdxexexdxe xxxxx
ee

x

xx

 )(
)(

 

          Ixxexdxexexe xxxx ζπλεκεκζπλεκ  

       Δπνκέλσο   xxeI2 x ζπλεκ   θαη ηειηθά   cxx
2

e
I

x

 ζπλεκ  

 

 Παξαηήξεζε 1: (3 κεζνδεχζεηο αζθήζεσλ) 
 

 Παξαηήξεζε 2: (Γηλφκελν πεξηζζφηεξσλ ησλ δχν φξσλ) 

Παξάδεηγκα:       xdxxeI xεκ  

Έζησ      xx
e

xdxexH
x

x 
2

)4(

 κηα αξρηθή ζπλάξηεζε ηεο   xexf x  

Γειαδή   xexH΄ x  θαη έρνπκε        dxxxHdxxexI x ΄  

                dxxx
e

xx
xe

dxxHxxHdxx΄HxxxH
xx


22

 

φπνπ ην ηειεπηαίν νινθιήξσκα είλαη ηεο κνξθήο ηνπ (4
νπ

 ) παξαδείγκαηνο. 
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5.   xdxx 2ζπλ  

(ζπλδπαζκφο ηχπσλ απνηεηξαγσληζκνχ θαη νινθιήξσζεο θαηά παξάγνληεο)  

 

6.   dxex
2x3  

(ζπλδπαζκφο αληηθαηάζηαζεο θαη νινθιήξσζεο θαηά παξάγνληεο) 

 

 

ΝΑ ΛΤΘΟΤΝ ΣΑ ΟΛΟΚΛΗΡΧΜΑΣΑ: 

 

7.   xdxx 2εθ       Τπφδεημε: ηχπνη απνηεηξαγσληζκνχ 

8.   dx
x

xln

3
 

9.   
dx
x21

x

ζπλ
 

10.   dxe x
 

11.   xdxln2  

12.  Αλ  ,dxexI xv

v    1v   λα δεηρζεί φηη  1 v

xv

v vIexI  θαη ζηε ζπλέρεηα λα ππνινγηζζεί ην 

 dxex x3 . 

13.   dx
e

x

x

εκ
 ,     

14.  dx
xx

2
2  ,      

15.  


dx
x

1x

2ζπλ
,      

16.   



e

dxx
1

ln  
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ΟΛΟΚΛΗΡΩ΢Η  ΡΗΣΩΝ  ΢ΤΝΑΡΣΗ΢ΕΩΝ 

 

 Αξρηθά ζα ππελζπκίζνπκε πσο ππνινγίδνληαη θάπνηεο απιέο κνξθέο, ρξεζηκνπνηψληαο θάπνηα 

παξαδείγκαηα: 

 

1.  



cax

a
dx

ax



ln

1
 

2. 
 

 
 

  












c
k

ax

a
dxaxdx

ax

k
k

k 1

1
1





 

3.  



cxxdx

x

x
1ln2

1

3
  

4.  



dx

x

x

3

273

 

5.  


dx
x

xx 123

 

6.  



dx

xx

x

5

52
2

 

 

΢ηε ζπλέρεηα ζα αζρνιεζνχκε κε δχν βαζηθέο κνξθέο: 

 

1
ε
 ΜΟΡΦΗ: « ν βαζκφο ηνπ αξηζκεηή είλαη κηθξφηεξνο ηνπ βαζκνχ ηνπ παξνλνκαζηή » 

Δθαξκνγή: 



dx

xx

x

65

12
2

 

 

2
ε
 ΜΟΡΦΗ: « ν βαζκφο ηνπ αξηζκεηή είλαη κεγαιχηεξνο ή ίζνο ηνπ παξνλνκαζηή » 

Δθαξκνγή: 



dx

xx

xx

65

73
2

2

 

 

Α΢ΚΗ΢ΔΙ΢ 

 

 1. 



dx

xx

x

23

43
2

    

 2. 



dx

x

xx

1

3
2

5

     

 3. 


dx
xx 2

1
2

   

 4. 



dx

xx

xx

23

552
2

2

 

 5. 



dx

xxx

x

652

12
23

    

 6. 



dx

xx

xx

65

3117
2

3
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ΣΡΙΓΩΝΟΜΕΣΡΙΚΑ  ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΣΑ 

 

Α. «Σύπνη απνηεηξαγσληζκνύ» 

 

1. 
2

x21
x2

ζπλ
εκ


  

2. 
2

x21
x2

ζπλ
ζπλ


  

3. 1
x

1
x

2

2 
ζπλ

εθ  

4. 1
1
2

2 
x

x


  

 

Β. «Σχπνη απφ γηλφκελν ζε άζξνηζκα» 

 

1.    x2xx2 εκζπλεκ   

2. *    yxyxyx2  εκεκζπλεκ  

3. *    yxyxyx2  ζπλζπλζπλζπλ  

4. *    yxyxyx2  ζπλζπλεκεκ  

      * ζα δίδνληαη  

 

Αθνινπζνχλ  ιπκέλα  παξαδείγκαηα: 

 

1.   cxxdx ζπλεκ  

2.   cxxdx   

3. 
 

    cxlndx
x

΄x
dx
x

x
xdx ζπλ

ζπλ

ζπλ

ζπλ

εκ
εθ  

4.  xdx  

5.    










 xxdxdxdxxdx

x
xdx

A

2

1
2

2

1

2

1
2

2

1

2

1

2

21)(
2 


  

       cx2
2

1

2

1
 εκ  

6.  xdx2  

 

7.     







 cxxdxdx

x
dx

x
xdx

A





22

)(
2 1

1
1

 

8.  xdx2  

 

9.       xdxxxdxxdxx1xdxxxdx 2223 εκζπλεκεκζπλεκεκεκ  

    c
3

x
x΄dxxxxdx

3
2 ζπλ

ζπλζπλζπλεκ  

 

10.  xdx3  
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11.     







 xdx

x

1
xdx1

x

1
xdxxxdx

22

23 εθ
ζπλ

εθ
ζπλ

εθεθεθ  

     cxln
2

x
xdx΄dxxxxdx

2

ζπλ
εθ

εθεθεθεθ  

(βιέπε άζθεζε 3)  

 

12.  xdx3  

 

13.    





 dx
2

x21

2

x21
xdxxxdx 224 ζπλζπλ

εκεκεκ  

       dx
4

1
dxx2x221

4

1
dxx21

4

1 22
ζπλζπλζπλ  

   



8

1
xdx2

2

1
dx

4

1
dx

2

x41

4

1
xdx2

2

1
ζπλ

ζπλ
ζπλ  

  cxxxxdxx 4
4

1

8

1

8

1
2

2

1

2

1

4

1
)41(   

 

14.  xdx4  

 

15.    







 dx

x

1
xdx1

x

1
xxdxxxdx

2

2

2

2224

ζπλ
εθ

ζπλ
εθεθεθεθ  

      cxx
3

x
xdx΄dxxxxdx

3
222 εθ

εθ
εθεθεθεθ  

(βιπ  άζθεζε 7) 

 

16.  xdx4  

 

 

Α΢ΚΗ΢ΔΙ΢ ΓΙΑ ΛΤ΢Η: 

 

17.  ,xdxxζπλεκ   ,d3 ζζζπλζζπλ   xdxx5 εκεκ  

18. 


dx
x

x1

2

2

ζπλ

εκ
 

19.   xdx3x2 εκζπλ  

20. Αλ π < x < 2π, λα βξεζεί ην Ι =   dxx1 ζπλ  

21. dxx21  εκ  

22.   ζζζπλζεκ λ d3   (Απάληεζε: c







31

31







 

) 

23.    dxxxxx 30323032 ζπλεκεκζπλ  (Απάληεζε: c
31

x2

2

1 31

31


εκ
) 

24.  
dx
x21

xx 2

ζπλ

ζπλ
       (Απάληεζε: c

4

x
xln

2

1
xx

2

1 2

 εκζθ ) 
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25.  xdxxI 23
1 ζπλεκ  (ζέησ t = ζπλx) 

 xdxxI 32
2 ζπλεκ  (ζέησ t = εκx) 

 xdxxI 42
3 ζπλεκ  

 

26. Nα δεηρηεί φηη:   



2 2

1

1









edxe

x

x x  

(Τπφδεημε:  
2

2
2

1

1

1

2

x

xx

x











) 

27. Αλ   4 ,xdx

π

ν

λεθ   *,Nv   λα δείμεηε φηη γηα θάζε 3v   ηζρχεη:  

2
1

1
I 


 λλ Ι

λ
                                                      ( ζέκα  εμεηάζεσλ) 
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ΔΝΟΣΗΣΑ 13η:  

ΟΡΙ΢ΜΔΝΟ  ΟΛΟΚΛΗΡΧΜΑ 

 

Ι) Θεμελιώδες Θεώρημα Ολοκληρωηικού λογιζμού: 

 

     Έζησ f ζπλερήο ζπλάξηεζε ζην [α,β]. Αλ G είλαη κία παξάγνπζα ηεο f ζην [α, β], ηφηε έρνπκε: 

                                                                
β

α

β
α αβ GGxGdttf . 

 

Δθαξκνγέο:  

1. i)   
e

1
xdxlnx  

ii)  
2e

e
dx
xlnx

1
 

iii)  3
4

2xdx

π

π
εθ  

2.  3
4

22 xx

dx
π

π
ζπλεκ

 

3. Βξείηε ην 
 

dx
1xx

1v

1 
 θαη ζηε ζπλέρεηα λα ππνινγίζεηε ην 

 
dx
1xx

1

1



. 

4. Γίλεηαη ζπλάξηεζε f, νξηζκέλε ζην R, γηα ηελ νπνία ππάξρεη θαη είλαη ζπλερήο ε δεχηεξε παξάγσγνο. 

Αλ   4f π θαη      
π

εκΙ
0

,6xdxxf΄΄xf  λα βξείηε ην  0f                                                                                                  

( Απάληεζε: 2 ) 

5. Να βξείηε ηε ζπλάξηεζε R
2
,
2

:f 









ππ
κε ζπλερή δεχηεξε παξάγσγν, γηα ηελ νπνία ηζρχνπλ: 

  ,20020f     10f΄   θαη    
x

xtdttf
0

2''1    
x

tdttf
0

        

 ( Απάληεζε:  f(x) = εκx + 2002 ) 

6. Αλ  α >1 θαη  
α

1 3

4

8

9
dx

x

1x
λα ππνινγηζηεί ην α. 

 

ΙΙ)  Ιδιόηηηες οριζμένοσ ολοκληρώμαηος: 

 

1.  
β

α

β

α
dt)t(fdx)x(f  

2.  
β

α

α

β
,dx)x(fdx)x(f  φηαλ α >β 

3. 0dx)x(f 
α

α
 

4. Αλ ,0)x(f   ηφηε  
β

α
0dx)x(f  

5. Αλ f,g ζπλερείο ζην [α,β] θαη ι,κ R έρνπκε:    
β

α

β

α

β

α
κικι dx)x(gdx)x(fdx)]x(g)x(f[  

6. Αλ f ζπλερήο ζε δηάζηεκα Γ θαη α,β,γ Γ, έρνπκε:    
β

α

γ

α

β

γ
dx)x(fdx)x(fdx)x(f  
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Δθαξκνγέο:  
 

1)   

4

2

4

2

22 )152()15( dxxxdxxx  

2)  
2

0
dx1x = … 

3) Να δείμεηε φηη   
β

α

β

α
βα dx)x(fdx)x(f  

4) Αλ  
5

1
1dx)x(f  θαη  

5

3
,3dx)x(f  λα βξείηε: 

i) 
3

1
dx)x(f  ii) 






5

3
dx)x(f  

5) Aλ ε f  είλαη άξηηα ζπλάξηεζε, λα απνδεηρηνχλ: 

i)  


0

0
dx)x(fdx)x(f

α

α
  ii)  








0
)(2)( dxxfdxxf  

6) Aλ ε f είλαη πεξηηηή ζπλάξηεζε, λα απνδεηρηνχλ: 

i)  


0

0
dx)x(fdx)x(f

α

α
 ii)  

α

α
0dx)x(f  

7) Xξεζηκνπνηψληαο ην κεηαζρεκαηηζκφ  x = – t   λα δεηρζεί φηη ην νινθιήξσκα  

1

1 x

x2

dx
1e

ex
Α  είλαη 

ίζν κε ην νινθιήξσκα  

1

1 x

2

dx
1e

x
B . ΢ηε ζπλέρεηα λα ππνινγηζζεί ην Α + Β θαη ην Α                                         

( Απάληεζε: 2/3 θαη 1/3 ) 

 

8) Υξεζηκνπνηψληαο ην κεηαζρεκαηηζκφ  t = θ – x  λα δείμεηε φηη ην  




K

0
dx
)xk(f)x(f

)xk(f
A  είλαη ίζν 

κε ην .dx
)xk(f)x(f

)x(f
B

K

0 
  ΢ηε ζπλέρεηα λα ππνινγίζεηε   

i) ην Α+Β θαη λα δείμεηε φηη Β = θ/2 

ii) ην 


 2
0

dx
xx

x
I

π

ζπλεκ

εκ
                                                   ( Απάληεζε: Α+Β = θ   θαη  π/4 ) 

 

9. Γηα κηα ζπλάξηεζε f, ηζρχεη φηη f(2α –x) = – f (x), xR. 

Να απνδείμεηε φηη    
2

0
0dxxf  θαη λα βξείηε ην    Ι=  






2

0 632

4

)17125)(3(

)2(
d  

 

10. Με ηελ αληηθαηάζηαζε xu  π  λα δείμεηε φηη:  

 
π π

εκ
π

εκ
0 0

dx)x(f
2

dx)x(xf  

 

11. Γίλεηαη ζπλάξηεζε κε 









1,12

1,3
)(

2

xx

xx
xf




 

Βξείηε α, β  R έηζη ψζηε ε f λα είλαη ζπλερήο ζην 1 θαη  
2

0
15dx)x(f  
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12. Γίλεηαη ζπλάξηεζε κε 




















4
x,x2x4

3
x

4
,

x

x1

)x(f

2

2

π
εκεκ

ππ

εθ

εθ

 

     Να ππνινγηζηεί ην νινθιήξσκα  3
0

dx)x(fI

π

                                            ( Απάληεζε: 
2

3ln1
 ) 

13. Να ππνινγηζηεί ην νινθιήξσκα 


 2

3

2

dx
2

x21
I

π

π

ζπλ
                              ( Απάληεζε: 2 ) 

14. Έζησ f ζπλάξηεζε κε ζπλερή δεχηεξε παξάγσγν ζην δηάζηεκα [0,π/2] θαη ηέηνηα ψζηε λα είλαη: 

     2
0

0xdxxf΄΄xf

π

ζπλ .  Να δεηρζεί φηη 









2
f)0΄(f

π
 

15. Να δείμεηε φηη γηα θάζε ζπλάξηεζε f, ζπλερή ζην δηάζηεκα [0,1] έρνπκε:  



π

π

π
εκζπλ

0
2

2

dx)x(fdx)x(f                        

( Τπφδεημε: ζέησ  ρ = π/2 – t ) 

 

16. Αλ f ζπλερήο ζπλάξηεζε ζην R θαη α, β, γ, δ  R λα δείμεηε φηη: 

  
β

α

δ

γ
βαδγ dx)]x(f)x(f[dx)]x(f)x(f  
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ΔΝΟΣΗΣΑ 14η:  

Η  ΢ΤΝΑΡΣΗ΢Η:    
x

dttfxF


)(  

 

1. Να ππνινγηζηνχλ νη παξάγσγνη ησλ ζπλαξηήζεσλ:  

i)    
3

2

12





  


x

t dtetxf    ii) 



10

x

2

4
,dt

t2

6tt
)x(f  x > 0 

iii) 
x

x

1
2 ,dttln)x(f  x > 0 iv) 

x

1

32 ,dttx)x(f  

2. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   
x

1
.dt3t2)x(f  Να βξεζεί ε εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηνπ δηαγξάκκαηνο ηεο 

f ζην ζεκείν xo = 2 

 

3. Να βξεζνχλ ηα αθξφηαηα ηεο ζπλάξηεζεο: 



x

1
,dt

t

tln1
)x(f  x >0 

4. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε κε   
x

dtttxf
0

.)(   Να βξεζνχλ νη α, β   R, ψζηε 
π

3

2

1
f 








θαη 

2)2('f   

 

5. Να ππνινγηζζνχλ ηα φξηα:  

α) 
x

dte
lim

x

1

1t2

x





 β) 






x
t

x

x
dte

dtt

0

2

0

2

0

32
lim


 

6. Να βξεζεί ην ζχλνιν ηηκψλ ηεο ζπλάξηεζεο: 



x

1 2
,dt

t

tln1
)x(f  ζην δηάζηεκα [1,e] 

7. Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζ’ έλα δηάζηεκα Γ θαη γηα θάζε α, β, x Γ ηζρχνπλ: 
x

dttfxF


)()(  

θαη 
x

dt)t(f)x(G
β

, λα δείμεηε φηη ε ζπλάξηεζε   F - G είλαη ζηαζεξή ζην Γ 

8. Βξείηε παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε f, αλ γηα θάζε xR ηζρχεη:  
x

0

2)]x(f[dt)t(f  

 

9. Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο θαη γηα θάζε xR ηζρχεη:  
2x

0
)x(xdt)t(f πεκ , 

 λα βξείηε ηελ ηηκή f (4)  

 

10. Να βξείηε ζπλάξηεζε f, ζπλερή ζην [0,π/2] γηα ηελ νπνία ηζρχεη  
x

1x2dt)t(f2
α

εκ ,  α[0,π/2]. 

 Πνηα πξέπεη λα είλαη ε ηηκή ηνπ α;  

 

11. Να βξεζεί ζπλάξηεζε f, κε f(x) 0 , παξαγσγίζηκε κε πεδίν νξηζκνχ ην (3/2, + ) φηαλ: 

 f (x) = 
x

dttf
1

2 )(2  

12. Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο θαη γηα θάζε x[0,π/2) ηζρχεη  
x

0

2 ,1x3dt)t(f
εκ

 βξείηε ην f (1/2) 

13. Να δείμεηε φηη ε ηηκή ηνπ 


x

x
dt

t



 21

1
,  x(0,π/2) είλαη αλεμάξηεηε ηνπ x.  
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ΔΝΟΣΗΣΑ 15η:  
 

ΔΠΑΝΑΛΗΠΣΙΚΔ΢  Α΢ΚΗ΢ΔΙ΢  ΢ΣΑ  ΟΛΟΚΛΗΡΧΜΑΣΑ 

 

1) η) Έζησ ζπλάξηεζε f , παξαγσγίζηκε ζην  ,1 , κε ζπλερή πξψηε παξάγσγν, ηέηνηα ψζηε: 

      .21&0  fxfxxf Να δείμεηε φηη:     



a

aaadxxf .,,1,,22
 

ηη) Να δείμεηε φηη:  
   





 
a

afaf
dxxf

2
. 

 

2) Γίλεηαη ζπλάξηεζε f, δπν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην [0,1], κε ζπλερή δεχηεξε παξάγσγν, έηζη ψζηε: 

     1,0,
2

1
2

 x
x

xfxf  

η)  Να δείμεηε φηη ππάξρεη  μ  1,0 : f ΄΄(μ) = 0 

ηη) Να δείμεηε φηη:       
1

0
01998 fdxxfx . 

 

3) Έζησ ζπλάξηεζε f, δπν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην [0,π], κε f ΄΄ ζπλερή θαη f ΄(ρ)>0 ζην [0,π], έηζη ψζηε: 

     



0

0xdxxfxf . Να δείμεηε φηη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο G,κε 

G(ρ) = (π-ρ) f (ρ+π) + ρ f (π-ρ), ρ R  ηέκλεη ηνλ ρ΄ρ ζε έλα ηνπιάρηζηνλ  ,00 x . 

 

4) Έζησ ζπλάξηεζε f :   R,1  κε f (  


x

dt
t

x
1 ln1

1
) . Να δείμεηε φηη: 1)1()2(

2ln1

1



ff . 

 

5) η)  Να δείμεηε φηη γηα θάζε x>0 ηζρχεη: 1ln  xx  

ηη) Έζησ f ζπλερήο ζην  ,0  ηέηνηα ψζηε: 0,1)(  xxxf  

Να ιχζεηε ηελ εμίζσζε:  
x

xdttfxxx
1

0,)(1ln . 

 

6) Να δείμεηε φηη:  

η)  Γηα θάζε ρ>0 ηζρχεη φηη 012  xx exe  

ηη)   
2001

1
000.212 dxxe x  

ηηη)  





3

2

3

2

1

1
dx

x

e
dx
x

e xx

. 

 

7) Έζησ f : RR , κε 0,)( 23  axxxaxf   ε νπνία παξνπζηάδεη αθξφηαην γηα  ρ = 1 θαη 

έρεη ζέζε ζεκείνπ θακπήο γηα  ρ = 2. 

η)  Να βξείηε ηα δηαζηήκαηα κνλνηνλίαο ηεο f 

ηη) Να βξείηε ηνλ πξαγκαηηθφ αξηζκφ α, αλ είλαη γλσζηφ φηη: ην Δκβαδφ πνπ πεξηθιείεηαη απφ ηελ fC  

θαη ηνλ ρ΄ρ, είλαη 27 η.κ. 

 

8) Έζησ f ζπλερήο, κε f (-x) = - f (x), x R  

η)  Nα δείμεηε φηη:  
a

a
adxxf 0,0)(  

ηη) Να δείμεηε φηη ε ζπλάξηεζε F, κε  
x

a
RxdttfxF ,)()(  είλαη άξηηα. 

 



Πειραματικό Γενικό Λύκειο Ευαγγελικήσ Σχολήσ Σμύρνησ                                                                                                                                       Ανάλυςη 

 

   Άλκησ Τζελέπησ                                                                                                                                                                                                                               121 

9) Να δείμεηε φηη:   
x

xt xedte
0

.,0,1
 

 

10) Έζησ ζπλάξηεζε h, κε    
x

a
Rxdttfxfxh ,,)()( 2

φπνπ f ζπλάξηεζε παξαγσγίζηκε ζην R, κε 

.0)0(&0)0(  ff Έζησ αθφκε ε ζπλάξηεζε g, κε .,
)(

)()( Rx
xf

x
xfxg   

Να δείμεηε φηη νη εθαπηφκελεο ησλ gh CC , , ζην ζεκείν κε 00 x , ηέκλνληαη θάζεηα. 

 

11) Έζησ f ζπλερήο ζπλάξηεζε ζην R, ηέηνηα ψζηε  
2

1
998.1)( dttf .  

Να δείμεηε φηη ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ  μ  2,1 , έηζη ψζηε  23005.2)(  f . 

 

12) Έζησ f παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε ζην R, κε ζπλερή πξψηε παξάγσγν θαη f (π/2) = 1. 

 Να δείμεηε φηη:      2

0

2

2

1
)(



 dxxxfxfxxf . 

13) Έζησ f παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε ζην R, ηέηνηα ψζηε:   


x

x
Rxdttfdttf



0

0

1
,998.1)()( . 

Να δείμεηε φηη ππάξρεη )1,0(0 x :  .0)( 0  xf  

 

14) Έζησ f ζπλερήο ζπλάξηεζε ζην R.Αλ ην εκβαδφ ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη απφ « ηε fC , ηνλ άμνλα 

ρ΄ρ θαη ηηο επζείεο ρ=α, ρ=β, φπνπ 0<α<β », είλαη  Δ = 
   12

3

12

3
22 


 a

, ηφηε λα βξεζεί ν ηχπνο ηεο f 

θαη λα κειεηεζεί σο πξνο ηε κνλνηνλία θαη ηα αθξφηαηα. 

 

15) Έζησ ζπλάξηεζε f, κε ζπλερή πξψηε παξάγσγν ζην [0,1] θαη .0)0(&2)1(  ff Να δείμεηε φηη: 

  .)()()( 2
1

0

2 edxxfxfxfe x   

16) Έζησ ζπλάξηεζε g, κε 0,
1

2)( 2 







 x

x
fxxg , φπνπ f παξαγσγίζηκε ζην R ζπλάξηεζε κε ζπλερή 

πξψηε παξάγσγν, ηέηνηα ψζηε f (0)=0. 

η) Αλ ε επζεία κε εμίζσζε  ς = 1.998 ρ + θ  είλαη ε πιάγηα αζχκπησηε ηεο gC ζην  , λα βξείηε ηελ 

εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο fC  ζην ζεκείν Α (0,f (0)) 

ηη) Αλ ε επζεία κε εμίζσζε  ς = 999 ρ,  έρεη δχν θνηλά ζεκεία κε ηελ gC , λα δείμεηε φηη ππάξρεη 

πξαγκαηηθφο αξηζκφο  μ, ηέηνηνο ψζηε:  





















11
ff  

ηηη) Αλ ηζρχεη φηη   







  

1

1 2
,0

11

a

adx
x

f
x

I , ηφηε λα δείμεηε φηη ππάξρεη Rx 0 :    .00  xf  

 

 

17) Έζησ ε ζπλάξηεζε f, παξαγσγίζηκε ζην R κε  f(x)>0  θαη  3f(x)+f ΄(x)=0 , .Rx  

Γίδεηαη αθφκε ε ζπλάξηεζε  F:  


x

a

tx dttfexF )()(  

η)  Να δείμεηε φηη ε F είλαη δπν θνξέο παξαγσγίζηκε θαη φηη F΄΄(x)=F(x) 

ηη) Να δείμεηε φηη ππάξρεη Rx 0 :    .00  xF  
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18) η)   Να δείμεηε φηη Rxxe x  ,1  

ηη)  Να ιπζεί ε εμίζσζε: 
x

x dttfe
0

)(22 , φπνπ f ζπλερήο ζην R κε  f (x) < 2 (x +1), x R  

ηηη) Έζησ ε ζπλάξηεζε  κε ηχπν Rxexg x  ,)(  

Να βξείηε ην εκβαδφλ Δ(t) πνπ πεξηθιείεηαη απφ  « ηε gC , ηηο επζείεο ρ=0, ρ=t (t>0) θαη ηελ επζεία πνπ 

εθάπηεηαη ζηε gC  ζην ζεκείν Α (0,1) » 

ηv) Να ππνινγίζεηε ην φξην: 
 
3

0
lim

t

tE

t

. 

 

19) Έζησ ε ζπλάξηεζε κε ηχπν 0,42)( 23  xxxxf   φπνπ ι  ε ξίδα ηεο εμίζσζεο: 

  
1

0

21 .
2

eexdxe x  

Να κειεηήζεηε ηελ f, σο πξνο ηε κνλνηνλία θαη ηα αθξφηαηά ηεο. 

 

20) Γηα ηελ νξηζκέλε ζην R ζπλάξηεζε f, ηζρχνπλ:   .1)0(&,0997.1)()(  fRxexfxfe xx  

Να βξείηε ην εκβαδφλ πνπ πεξηθιείεηαη απφ « ηε fC , ηελ επζεία  ρ=1 θαη ηνπο άμνλεο Ορ, Ος ». 

21) η)  Να ππνινγίζεηε ην νινθιήξσκα 


a
dt

t

t
I ,

ln2
 0 < α < β 

ηη) Έζησ Χ = {1,2,…,λ }, λ *N  ν δεηγκαηηθφο ρψξνο ελφο πεηξάκαηνο ηχρεο. 

 Αλ 




1

1

1

ln2
)(






e

e

dt
t

t
P , φπνπ θ = 2,3,…,λ  θαη  P(1)

36

1
 ,  ηφηε λα ππνινγίζεηε ην λ. 

22) Έζησ f παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε κε     
1

0

2 .0)1(&0),()(1 fxxfdttfxxfx Βξείηε ηνλ 

ηχπν ηεο f (x ) θαη ην α.                                                           «Τπφδεημε: ζέηνπκε   
1

0
)(1 adttf ». 

 

23) Έζησ f ζπλερήο, έηζη ψζηε:   
x

xt Rxxfeedttfe
2

4 ),()(2  

η)  Να δείμεηε φηη ε f είλαη παξαγσγίζηκε θαη βξείηε ηελ f (x) 

ηη) Έζησ 21 , xx , φπνπ Χ δ.ρ. πεηξάκαηνο ηχρεο κε 02 x .Αλ Α = { 1x } κε  Ρ(Α) = 1-f ( 1x ),  

B = { 2x } κε  Ρ(Β) = 1-f ( 2x ) θαη Ρ    211 xxf   κε Α,Β αζπκβίβαζηα ελδερφκελα, λα δείμεηε 

φηη Ρ(Α) = 0. 

24) Έζησ ζπλάξηεζε κε  

2

0

2

0

)()()(

x x

dttgdttgxF , ρ>0 φπνπ g  παξαγσγίζηκε ζην  ,0 . 

Αλ ε F παξνπζηάδεη αθξφηαην ζην 10 x , λα δείμεηε φηη ππάξρεη  2,1 , έηζη ψζηε    0 g . 

 

25) Να δείμεηε φηη ε ζπλάξηεζε κε ηχπν 



xx

x
x

t

dt
xf

2

0,)(  ζηξέθεη ηα θνίια θάησ ζην  ,0 . 

 

26) Αλ είλαη f (0)=0 θαη γηα θάζε *Rx  ηζρχεη:  

 
999

1)(

2

0

998.1

0
lim 

 


 x

dtexfx
x

t

x

,  λα δείμεηε φηη ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην 00 x  

 θαη   998.10 f  
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27) Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζην [0,2] θαη ηζρχεη:   
x

xxxdttf
1

2 2,0,1ln)(  , ηφηε λα δείμεηε 

φηη f (1) = 3. 

 

28) Θεσξνχκε ηηο ζπλερείο ζην R ζπλαξηήζεηο f, g  κε  f (x)>0, g (x)>0 , .Rx   

Έζησ ζπλάξηεζε F, κε ηχπν   
x

a

x

RxdttgdttfxF


,)()()(  

η) Αλ ηα εκβαδά  21 ,EE  ησλ δχν επίπεδσλ ρσξίσλ πνπ πεξηθιείνληαη αληίζηνηρα, απφ « ηηο gf CC , , ηνλ 

άμνλα ρ΄ρ θαη ηηο επζείεο ρ=α, ρ=β (α<β) »  είλαη ίζα, λα δείμεηε φηη νη  gf CC ,  ηέκλνληαη ηνπιάρηζηνλ 

ζε έλα ζεκείν. 

ηη) Να δείμεηε φηη ε εμίζσζε:   
x

a

x

dttgdttf


0)()( , έρεη αθξηβψο κηα ξίδα ζην δηάζηεκα (α,β). 

29) Έζησ f παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε έηζη ψζηε:  
x

xt Rx
x

xfedttfe
0

2

,
2

)()( .  

Να κειεηεζεί ε ζπλάξηεζε σο πξνο ηε κνλνηνλία, ηα αθξφηαηα θαη ηα ζεκεία θακπήο ηεο. 

 

30) η) Έζησ ζπλάξηεζε κε ηχπν Rxexxg x   ,1)( .  

Να κειεηεζεί σο πξνο ηε κνλνηνλία θαη ην πξφζεκφ ηεο. 

ηη) Αλ  Rxexxxf x   ,)1(2)( , λα κειεηεζεί σο πξνο ηε κνλνηνλία ηεο θαη λα δείμεηε φηη ε 

επζεία κε εμίζσζε  (ε): ς = ρ +2, είλαη πιάγηα αζχκπησηε ηεο fC  ζην  . 

ηηη) Να δείμεηε φηη ε ζπλάξηεζε  xexxH  )2()(  είλαη κηα αξρηθή ηεο xexxh  )1()( . 

ηλ) Να βξείηε ην εκβαδφλ  Δ(ι), πνπ πεξηθιείεηαη κεηαμχ « ηεο fC , ηεο (ε) θαη ησλ επζεηψλ ρ=0 θαη ρ=ι 

(ι>0) ». 

λ) Να βξείηε ην φξην )(lim 


E


. 

 

31) Έζησ ζπλάξηεζε κε ηχπν   


x

x
xtdtxf

1
0,ln)(  

η)  Να κειεηήζεηε ηε ζπλάξηεζε σο πξνο ηα θνίια ζην  ,0  

ηη) Έζησ Χ = {1,2,…,λ } κε λ > 0, ν δ. ρ. ελφο πεηξάκαηνο ηχρεο θαη νη πηζαλφηεηεο: 

Ρ(θ) = f ΄΄(θ)  φπνπ θ = 2,3,…,λ . Να βξείηε ην λ, αλ ηζρχεη φηη  Ρ(1) = 
2

3





v

v
. 

 

32) Ο εμνπιηζκφο κηαο βηνηερλίαο ξνπρηζκνχ t έηε κεηά ηελ αγνξά ηνπ αμίδεη: 

0,
110

)( 1110   ce
c

tA t   (ζε ρηιηάδεο επξψ). 

Σν θέξδνο  Κ(t) απφ ηελ πψιεζε ησλ εηδψλ είλαη: 


t
x dxectK

0

2

1,0)( .  

Να βξεζεί ε ρξνληθή ζηηγκή πνπ πξέπεη λα πσιεζεί ν εμνπιηζκφο, ψζηε ην ζπλνιηθφ θέξδνο πνπ ζα 

πξνθχςεη απφ ηελ πψιεζε ηνπ εμνπιηζκνχ θαη ηνπ ξνπρηζκνχ πνπ πσιήζεθε κέρξη ηφηε, λα είλαη 

κέγηζην. 

 

33) Έζησ ζπλάξηεζε κε ηχπν Rxdk
a

aa
xf

x

kk

kk





  ,

lnln
)(

0 


 θαη α,β >0.Αλ Rxxxf  ,)( , λα 

δείμεηε φηη: lnα + lnβ = 2 
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34) Έζησ ζπλάξηεζε κε ηχπν   Rxexaxf x   ,)(   

η) Να βξείηε πξαγκαηηθνχο α,β, αλ ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f δηέξρεηαη απφ ην ζεκείν Α(0,1) θαη ζην 

ρ=0 ππάξρεη θξίζηκν ζεκείν ηεο f. 

ηη) Έζησ     



0

0,)( dttfE . Να δείμεηε φηη:   2lim 





E . 

 

35) Έζησ f νξηζκέλε θαη ζπλερήο ζην [α,β], κε 0)( xf  γηα θάζε x [α,β].Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε g: 

[α,β] R  κε ηχπν  



x

a

x
dttfxdttfxaxg )()()()()( .  

Να δείμεηε φηη ε εμίζσζε  g(x) = 0, έρεη αθξηβψο κηα ξίδα ζην δηάζηεκα [α,β]. 

36) Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f, κε Rx
x

xxa
xf 




 ,

1

12
)(

2

2 
, φπνπ: 

x

x
a

x
2

2
lim

2











   θαη   











 1

1

ln

1
lim

1 xxx

  

η)  Να ππνινγηζζνχλ ηα αθξφηαηα ηεο f 

ηη) Να ππνινγηζζεί ην εκβαδφλ ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη απφ « ηε fC  θαη ηηο επζείεο ς = 0, x = 0 

     θαη x = 2 » 

37) Έζησ f παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε ζην R, ψζηε  
x

xk Rx
x

xfedkkfek
0

3

,
3

)()(2
22

. 

Να κειεηεζεί ε f σο πξνο ηε κνλνηνλία θαη ηα ζεκεία θακπήο ηεο. 

 

38) Έζησ f ζπλερήο ζπλάξηεζε, ψζηε  
x

Rxdttftxf
0

2 ,997.1)()( .  

η)  Να δείμεηε φηη ε παξάζηαζε  )(3

3

xfe

x

 είλαη ζηαζεξή ζην R. 

 ηη) Βξείηε ηελ  f (x)  θαη ην  


x

x

dttft
0

2 )(lim  

39) Να βξεζεί παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε f:   R,0 , έηζη ψζηε 
x

dttf
x

xxf
1

)(
2

)( , x > 0. 

40) Αλ ε f είλαη ζπλερήο ζην [0,3] θαη ηζρχεη:   
x

xxxdttf
2

3 3,0,7)()(   

               ηφηε λα δείμεηε φηη: f (2) = 12 

 

41) Έζησ Φ, f ζπλαξηήζεηο ζπλερείο ζην R, έηζη ψζηε: 

                 
x x

Rxdttftxdtt
0 0

22 ,)()(
2

1
)(  

               Να δείμεηε φηη ε Φ είλαη δχν θνξέο παξαγσγίζηκε θαη θπξηή ζην R. 

 

42) Nα βξεζνχλ νη εμηζψζεηο ησλ επζεηψλ πνπ εθάπηνληαη ζηε fC , ζηα ζεκεία πνπ απηή ηέκλεη ηνλ 

               άμνλα ρ΄ρ, φηαλ:  
x

dttxf
2

)52()(  

 

43) Να βξεζνχλ νη ζπλαξηήζεηο f, κε ζπλερή παξάγσγν ζην R, έηζη ψζηε: 

                
x

Rxxfdttftf
0

222 ),(997.1)]([)(  
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44) Έζησ f ζπλερήο ζην [α,β], ψζηε:  


a
xfdxxf 0)(&0)(  γηα θάζε ],[ ax . Να δείμεηε φηη: 

               η)   Η ζπλάξηεζε 
x

a
dttfxF )()(  είλαη γλεζίσο αχμνπζα ζην [α,β] 

               ηη)  Δίλαη f (x) = 0 γηα θάζε ],[ ax  

               ηηη) Αλ ηζρχεη     
1

0

1

0

1

0

22 )(2)( dxxgxdxxdxxg , φπνπ g ζπλερήο ζπλάξηεζε ζην [0,1], ηφηε 

                    λα βξεζεί ν ηχπνο ηεο g (x). 

 

45) η)  Να δείμεηε φηη 1ln  xx  γηα θάζε ρ > 0 

               ηη) Έζησ f, g ζπλερείο ζην [α,β].  Να  δείμεηε  φηη  αλ    xxgxf ),()( [α,β],                                                                                                                                

          ηφηε:  
 

a a
dxxgdxxf )()(  

      ηηη) Να δείμεηε φηη: 
 

 


997.1

996.1 2

2

1
1

2ln
dx

x

x
 

 

46) Έζησ ζπλάξηεζε κε 0,
ln

)(
2

 x
x

x
xf  

               η)   Να κειεηεζεί σο πξνο ηε κνλνηνλία θαη ηα αθξφηαηα 

               ηη)  Να δείμεηε φηη  0,ln22  xxex   

               ηηη) Αλ  Δ (ι) είλαη ην εκβαδφλ ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη απφ « ηε fC , ηνλ άμνλα ρ΄ρ θαη ηηο 

               επζείεο ρ = 1, ρ = ι ,( ι > 1 ) », λα βξεζεί ην: )(lim 


E


 

 

47) η)  Να απνδεηρζεί φηη γηα κηα ζπλάξηεζε  f: RR  ηζρχεη: xecxfff  )( , c ζηαζεξά. 

               ηη) Να βξεζεί παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε ζην R, ηέηνηα ψζηε:  

               f (0) = 2  θαη   
2ln

0
,)()()( Rxduufxfxf            ( ΤΠΟΓΔΙΞΗ: Θέζαηε  

2ln

0
)( aduuf ) 

 

48) Έζησ f ζπλερήο ζην R, ψζηε:   
x

x Rxxxxedttft
0

232 ,12)(  

               Να εμεηάζεηε αλ ε ζπλάξηεζε είλαη παξαγσγίζηκε ζην x = 0. 

 

49) η)  Να δείμεηε φηη:   
 


a a

dxxaFdxxf )()( , α < β, f ζπλερήο ζην [α,β] 

               ηη) Αλ g ζπλερήο ζην [α,β] θαη ηζρχεη: f (x) + f (α + β – x) = g (x) + g (α + β – x), x [α,β] 

               λα δείμεηε φηη:  
 

a a
dxxgdxxf )()(  

50) Έζησ f ζπλερήο ζπλάξηεζε ζην [α,β] θαη  


a
dttf 0)( . Να δείμεηε φηη γηα θάζε k (0,1) 

               ππάξρεη έλαο αξηζκφο c (α,β), ηέηνηνο ψζηε:  
c

a a
dttfkdttf



)()(  

 

51) Οη πσιήζεηο  (ζε ρηι. κνλάδεο) ελφο πξντφληνο, t έηε κεηά ηελ εηζαγσγή ηνπ ζηελ αγνξά, 

               δίλνληαη απφ ηνλ ηχπν:  tetS 1,01100)(  , ελψ ε ηηκή πψιεζεο ηεο κνλάδαο κεηά  απφ t έηε, 

                εθηηκάηαη φηη ζα είλαη: ttP 
2

3
)(  (ζε ρηι. επξψ) 

                Να βξείηε πνηα  ρξνληά αλακέλεηαη λα είλαη ε απνδνηηθφηεξε γηα ηελ εηαηξεία, αλ ην θφζηνο 

                παξαγσγήο είλαη: 


t
xdxettK

0

1,060150)(    (ζε εθαηνκ. επξψ) 
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52) Γίδεηαη   


a

dx
xafxf

xf

0 )()(

)(
 

               η)  Να δείμεηε φηη ην  




a

dx
xfxaf

xaf

0 )()(

)(
  θαη φηη Ι = α / 2 

               ηη) Να ππνινγίζεηε ην νινθιήξσκα 



2

0 2

2

442
dx

xx

x
J  

 

53) Γίδεηαη ζπλάξηεζε f, δχν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην R, έηζη ψζηε   
x

tdttxfxxf
0

)(6)(  .  

               Να βξεζεί ν ηχπνο ηεο.  
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ΔΝΟΣΗΣΑ 16η:  

 

Α΢ΚΗ΢ΔΙ΢ ΔΠΑΝΑΛΗΦΗ΢ 

 

1.  Γίδεηαη ζπλάξηεζε  f  κε  
( )

2
lim ( ) , lim ( ) , ( ) (0) 1

1 f xx x
f x f x f x f

e


 
      


. 

Α. η) λα δείμεηε φηη ε  f  είλαη γλεζίσο αχμνπζα ζην  R  θαη λα βξείηε ην ΢χλνιν Σηκψλ ηεο 

    ηη) λα δείμεηε φηη ε  f  είλαη θνίιε ζην  R 

   ηηη) λα δείμεηε φηη ε  f  έρεη κνλαδηθή ξίδα, ηε  x = 0. 

 

Β. η) λα δείμεηε φηη  ( )( ) 2 1f xf x e x    

   ηη) λα δείμεηε φηη ε  f  αληηζηξέθεηαη θαη λα βξεζεί ε αληίζηξνθε ζπλάξηεζε  

  ηηη) λα δείμεηε φηη νη  1,f f
C C    έρνπλ θνηλή εθαπηνκέλε ζην ζεκείν  Ο (0,0) 

Γ.  Να βξεζεί ε πιάγηα αζχκπησηε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f  ζην   

 

 

2.  Γίδεηαη  f  κε  1 12 2

( )
( ) ( ) ( ) , ( ) , 0

1

x x

e e

x f t
f x F x f t dt G x dt x

x t
   

   . Να δείμεηε φηη: 

Α. η) Ιζρχεη  
1

( ), 0f f x x
x

 
  

 
            ηη)  

1
( ) 1

8
f x    

Β.  Αλ  0 < α < β  ηφηε:  
1 1

f f  
 

   
     

  
 

Γ.  Η ζπλάξηεζε  g (x) = F (x) + G (x) ,  x > 0   είλαη ε  g (x) = lnx + 1 

 

Γ.  Η ζπλάξηεζε  h (x) = F(εθx) + G (ζθx)  είλαη ζηαζεξή ζην δηάζηεκα  Γ (0, π/2).  

      Να βξεζεί ε ηηκή ηεο. 

 

 

3.  Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο  f, g  παξαγσγίζηκεο, ψζηε:  
1

2

1
( ) ( ) 2 1 , .

x

x
f t dt g t dt x x x R       

Τπνζέηνπκε φηη ε εμίζσζε  f (x) = 0  έρεη δχν ιχζεηο  1 2 1 2, 1      . 

 

Α. Να δείμεηε φηη: 

η)   ε εμίζσζε  g (x) = 0  έρεη κία ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην δηάζηεκα  1 2( , )   

ηη)  ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ   1 2( , ) : 2g       

 

Β. Αλ ε  g  είλαη θπξηή, ηφηε λα δείμεηε φηη: 

η)   ε  f  είλαη θπξηή 

ηη)  ε  f  έρεη έλα κφλν ειάρηζην ζην  R, ην νπνίν παξνπζηάδεηαη ζην  x = μ  ηνπ εξσηήκαηνο  Α ηη). 

 

Γ.  Να βξεζεί ην εκβαδφλ ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη κεηαμχ ησλ γξαθηθψλ παξαζηάζεσλ ησλ  

     ζπλαξηήζεσλ  f , g  θαη ηνπ άμνλα  ς ΄ς. 
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4.  Γίδεηαη ζπλάξηεζε  ( ) 2: (0, ) (1) 1, ( ) 2x f xf R f ώ f x e x x        . 

η)    λα βξεζεί ν ηχπνο  , ην  f (Α)  θαη νη αζχκπησηεο ηεο ζπλάξηεζεο 

ηη)   λα βξεζεί ην εκβαδφλ ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη κεηαμχ ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f , ηνπ 

      άμνλα  ρ ΄ρ  θαη ησλ επζεηψλ  x = 1 ,  x = 4 

ηηη)  λα βξείηε ην πιήζνο ησλ ξηδψλ ηεο εμίζσζεο:  f (x) = θ , φπνπ  θ  πξαγκαηηθφο αξηζκφο 

ηλ)  λα ιπζεί ε εμίζσζε:  
2

2

2

2 1
2ln 9 , 2

8

x
x x

x


  


 

 

5.  Απφ ην  2002  σο ην  2012  ηα πεξηζζφηεξα απφ ηα αξπαθηηθά ελφο νξνπεδίνπ ζα ζθνησζνχλ απφ ηνπο  

    θπλεγνχο. Απηφ επηηξέπεη ζηνλ πιεζπζκφ ησλ ειαθηψλ λα απμεζεί γξήγνξα κέρξη λα ιηγνζηέςεη ε  

    ηξνθή, νπφηε ζα κεησζνχλ γξήγνξα.  

    Ο ξπζκφο κεηαβνιήο ηνπ πιεζπζκνχ ησλ ειαθηψλ είλαη:  3 425 5
( ) , 0,25

2 8
D t t t t έ     

η)   λα βξεζεί ε ζπλάξηεζε  D(t) ηνπ πιεζπζκνχ ησλ ειαθηψλ, αλ ην  2002 (t = 0) ππάξρνπλ  4000 ειάθηα 

ηη)  πνηνο ν πιεζπζκφο ην  2012; 

ηηη) πφηε ν πιεζπζκφο ζα είλαη ν κέγηζηνο θαη πνηα  είλαη ε κέγηζηε ηηκή ηνπ; 

ηλ)  λα δείμεηε φηη ππάξρνπλ δχν αθξηβψο έηε, ζηα νπνία ν πιεζπζκφο είλαη  12.000 

 

 

6.  α)  Να δείμεηε φηη:  
1

ln , 0
x

x x
x


   

β)  Αλ  
1

( ) (1 ln ) ln , 0
8

f x x x x x        λα δείμεηε φηη ε εμίζσζε  f ΄(x) = 0 έρεη κνλαδηθή ξίδα ζην  

δηάζηεκα   (1 , 6/5). 

γ)  Να κειεηεζεί ε  f  σο πξνο ηε κνλνηνλία θαη ηα αθξφηαηά ηεο. 

 

 

 

7.  Α.  Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο  f , g  νξηζκέλεο ζε δηάζηεκα  Γ. Να δείμεηε φηη κεηαμχ δχν ξηδψλ ηεο  

εμίζσζεο  f (x) = 0,  ππάξρεη κία ηνπιάρηζηνλ ξίδα ηεο εμίζσζεο:  f ΄(x) + f (x)g΄(x) = 0 

 

B. Αλ  x f΄(x) – f (x) < 
2x g΄(x)  γηα  x >1  θαη  f (1) = g (1) , λα δείμεηε φηη:  f (x) < x g(x) 

 

Γ.  Γηα ηε ζπλάξηεζε  f  ηζρχεη:    2( ) ( ) ( 1) 2 ( ) , (0) 3f x f x x x f x x R f      . 

     Να βξεζεί ν ηχπνο ηεο ζπλάξηεζεο. 

 

 

8. Α. Αλ  Δ  είλαη ην ρσξίν πνπ πεξηθιείεηαη απφ ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο  ( ) xf x e , ηηο 

επζείεο κε εμηζψζεηο  x = 0, x = 1 θαη ηνλ  x΄x, λα νξηζζεί ν πξαγκαηηθφο αξηζκφο  α , ψζηε ε επζεία  x = α  

λα ρσξίδεη ην  Δ  ζε δχν ηζεκβαδηθά ρσξία. 

Β. Αλ  Δ  είλαη ην ρσξίν πνπ πεξηθιείεηαη απφ ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο  
2

1
( )f x

x
 , ηηο 

επζείεο κε εμηζψζεηο  x = 1, x = 3  θαη ηνλ  x΄x, λα βξεζεί επζεία κε εμίζσζε  ς = α  πνπ λα ρσξίδεη ην  Δ  ζε 

δχν ηζεκβαδηθά ρσξία. 
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9. Α. Αλ  1

2

1 1
, 3xdx ί ό x x 

  


       

 






         

Β. Αλ ε ζπλάξηεζε  f  είλαη ζπλερήο θαη  α f (x) + β f (– x) = γ,   α + β 0 ,  λα δείμεηε φηη:  

                                                             
2

2

4
( )f x dx



 


  

 

10. Γίλεηαη ζπλάξηεζε  f  δχν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην δηάζηεκα  [1,e ]  κε  f (1) = 2,  f (e) = e +1  θαη  

 f (A) = [–1 ,4 ]. Να δείμεηε φηη: 

 

η) ππάξρνπλ α, β ζην αλνηθηφ δηάζηεκα (1,e ), δηαθνξεηηθά κεηαμχ ηνπο έηζη ψζηε  f ΄(α ) = f ΄( β )=0    

   θαη φηη ππάξρεη  γ  ζην δηάζηεκα  (1,e )  έηζη ψζηε  f ΄΄( γ ) = 0  

 

ηη)  ε επζεία   (ε): ς = – x + e +2  ηέκλεη ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  f  ζε έλα ηνπιάρηζηνλ ζεκείν κε  

     ηεηκεκέλε ζην  (1,e )  θαη φηη ππάξρνπλ  θ, ι  ζην  (1,e )  δηαθνξεηηθά κεηαμχ ηνπο, έηζη ψζηε λα  

     ηζρχεη  f ΄(θ) f ΄(ι) = 1 

 

 

11. Α. Να βξεζεί ζπλάξηεζε  f  παξαγσγίζηκε ζην  R  γηα ηελ νπνία ηζρχεη:  

          
2

0
( ) ( )

x

f x x f x t dt    

 Β.  Γίλεηαη ζπλάξηεζε  f  ζπλερήο ζην  R  θαη ε γλεζίσο θζίλνπζα ζπλάξηεζε  g  κε  

      
0

( ) ( ) ( )
x

g x f x f t dt   . Να δείμεηε φηη  f (x) = 0  γηα θάζε  x  ζην  R. 

 

 

12. η) Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο κε  
1 1

( ) 2 2 ( )
x

x
f x x g x

x e



    . 

         Να κειεηεζνχλ σο πξνο ηε κνλνηνλία ηνπο. 

ηη)  Να βξεζνχλ νη  x , ς  ψζηε λα ηζρχεη:  
1

2 2 1x e
x

 
 

     
 

 

 

 

13. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  f  κε  ( ) ,
1

t
x

tx

e t
f x dt x R

e





 

  

α)  λα δείμεηε φηη  f (x) = x + εκx 

β)  λα δείμεηε φηη νξίδεηαη ε αληίζηξνθε ζπλάξηεζε ηεο  f 

γ)  λα βξείηε ην εκβαδφλ ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη κεηαμχ ησλ γξαθηθψλ παξαζηάζεσλ ηεο  f, ηεο 

αληηζηξφθνπ ηεο θαη ησλ επζεηψλ κε εμηζψζεηο  x = 0 ,  x = π. 

 

 

14. Γίλεηαη ε ζπλερήο θαη άξηηα ζπλάξηεζε  f  θαη ε  ( ) ( ) , ,g x f x t dt x R



      

α)  λα βξείηε ηελ παξάγσγν ηεο  g 

β)  λα δείμεηε φηη  g (α ) = g (β ) 

γ)  λα δείμεηε φηη ππάξρεη  μ  ζην δηάζηεκα  (α ,β), έηζη ψζηε  f (μ – α ) = f (μ – β ) 
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15. Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο  

                2 2 2

2 2

1 1 1
, : (0, ) ( ) (ln ) ( ) 4ln

4 4
g R x x x g x x x

x x
            

α) λα βξεζεί ε κνλνηνλία θαη ην πξφζεκν ηεο  g 

β) λα δείμεηε φηη  
1

( ) ( )
2

x g x
x

    θαη λα κειεηήζεηε ηελ  θ  σο πξνο ηε κνλνηνλία ηεο 

γ) λα δείμεηε φηη  
1

( ) , 0x x
x

 
 

  
 

 

δ)  Γίλνληαη νη εμηζψζεηο:  
1

( ) 0 (1) ( ) 0 (2)x x x
x

       

     Να δείμεηε φηη έρνπλ αθξηβψο κία ξίδα ζηα δηαζηήκαηα  (0 ,1)  θαη   1,  αληίζηνηρα 

ε)  Αλ  α ,β  νη κνλαδηθέο ξίδεο ησλ παξαπάλσ εμηζψζεσλ, λα δείμεηε φηη  α β = 1 

 

16. Α. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  f  κε  
0

( ) ,
x

xtf x e dt x R  . Να βξείηε ηελ παξάγσγν ηεο  f. 

Β. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  f  κε  
2

1
( ) ,xf x t dt x R  . Να κειεηήζεηε ηελ  f  σο πξνο ηε ζπλέρεηα. 

 

 

17. Να βξεζεί ζπλερήο ζπλάξηεζε  f  έηζη ψζηε:      
2

0 0
3 ( ) ( ) 2 2 1

x x

f t dt f t dt x x


          (1) 

      ΢ηε ζπλέρεηα λα δείμεηε φηη ε ζπλάξηεζε πνπ βξήθαηε δελ επαιεζεχεη ηελ  (1).  

      Ση ζπκπέξαζκα κπνξείηε λα βγάιεηε;  

 

 

18. Α.  Τπνζέηνπκε φηη ηζρχεη  f ΄΄(x) = f (x)  γηα θάζε  x  ζην  R.Αλ ζηα ζεκεία  α ,β  ε f  παξνπζηάδεη 

ηνπηθά αθξφηαηα, λα δείμεηε φηη:   2 ( ) 2 ( ) ( )x f x dx f f



      

 

Β.  Γίλεηαη ζπλάξηεζε  f, δχν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην  R, κε ηελ  f ΄΄ ζπλερή.  

     Αλ   3 4 ,f x x x x R     , ηφηε λα ππνινγίζεηε ην νινθιήξσκα  
2

0
( )x f x dx   . 

 

 

19. Έζησ ζπλάξηεζε f  παξαγσγίζηκε ζην  R , κε  f ΄  ζπλερή θαη  

( ) (0)
, 0

( )

(0) , 0

f x f
x

g x x

f x




 
  

    

      Να δείμεηε φηη  
1

0
( ) ( )g x f xt dt   

 

 

20. Α. Αλ  f  ζπλερήο ζην δηάζηεκα  [0 ,2]  θαη 
2

0
( ) 2f x dx   ,  λα δείμεηε φηη ππάξρεη  μ  ζην δηάζηεκα  

  (0 ,2)  ηέηνην ψζηε  f (μ) = 1 – 2 μ  

 

Β. Να βξεζεί ν πξαγκαηηθφο αξηζκφο  ι,  έηζη ψζηε γηα ηε ζπλερή ζπλάξηεζε  f  πνπ δηέξρεηαη απφ ηελ αξρή 

ησλ αμφλσλ, λα ηζρχεη:  
3

0
( ) 1,

x
xe f t dt x x R     
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21. Α. Να βξεζνχλ νη παξαγσγίζηκεο ζπλαξηήζεηο  f , έηζη ψζηε:  

      2 ( ) ( ) ( ) ,f x f x f x dx x R



     

 

Β.  Γίλεηαη ζπλάξηεζε  f, γλεζίσο αχμνπζα, κε  f (0) = 0  θαη  
2 4 ( )

1 2 ( ) 3
6

x f x
f x f

 
    

 
. 

     Να δείμεηε φηη  f (x) = x . 

 

Γ.  Αλ γηα ηε ζπλάξηεζε  f  ηζρχεη  ( ) ( 1) ( ),x f x x f x x R     ,  λα δείμεηε φηη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 

ζπλάξηεζεο επξίζθεηαη πάλσ απφ ηνλ άμνλα  x΄x .  

 

 

22.  Να βξεζεί ην Πεδίν Οξηζκνχ ηεο ζπλάξηεζεο κε ηχπν:  

        α)   
2

0

( )
tx

t
F x dt

e t


   ,           

        β)  
2

1

1
( )

ln

x t
F x dt

t t




  

 

 

23. Α. Γίλεηαη ζπλάξηεζε  f  ζπλερήο ζην  R  κε  
2

3

0
( ) , 0

x

t f t dt x x x    

      Να δείμεηε φηη   f (0) + f (1) = 3 π / 2 

 

Β. Γίλεηαη ζπλάξηεζε  f  ζπλερήο ζην δηάζηεκα  [0 ,1], έηζη ψζηε  
1

0
( )f x dx e . 

    Να δείμεηε φηη ππάξρεη  ξ  ζην δηάζηεκα  (0 ,1), έηζη ψζηε:  ( ) 2f e    

 

 

24. α)  Αλ γηα ηε ζπλερή ζπλάξηεζε  f  ζην δηάζηεκα  [0 ,α]  ηζρχεη  f (α – x ) = f (α) – f (x) , 

      λα δείμεηε φηη:  
0

( )
( )

2

f
f x dx

  
  

β)  Να ππνινγίζεηε ην νινθιήξσκα  2

0

x
dx

x x

 

 



 
 

  

 

 

25. Α.  Να ππνινγίζεηε ην Δκβαδφλ ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη κεηαμχ ησλ γξαθηθψλ παξαζηάζεσλ ησλ 

ζπλαξηήζεσλ  3 1( ) ( )f x x f x   

 

Β. Να ππνινγίζεηε ην Δκβαδφλ ηνπ ρσξίνπ, κεηαμχ ησλ  ζπλαξηήζεσλ  2( ) , ( ) 2xf x e g x x x     θαη ησλ 

επζεηψλ  x = 0 , x = 2. 

 

Γ. Αλ ε ζπλάξηεζε  f  είλαη  ΄΄1 – 1΄΄ θαη ε  f ΄ ζπλερήο, λα δείμεηε φηη: 

    
( )

1

( )
( ) ( )

f

f
x f x dx f d

 

 
     
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26. Α. Έζησ  f ΄ ζπλερήο,  f (1) = – 1 ,  f (5) = 11  θαη  2( ) 3 1f x x x   .  

      Να δείμεηε φηη ππάξρεη πξαγκαηηθφο αξηζκφο  μ, ηέηνηνο ψζηε  f ΄ (μ) = 0. 

 

Β. Έζησ  f ΄ ζπλερήο ζην δηάζηεκα  [2 ,3],  κε   
2

2

2

( ) 1
2 ( ) 3 lim

2x

f x x x
x f x x R

x




  
  


. 

    Να δείμεηε φηη:   2 (3) 12f    

 

27. Γίλνληαη νη ζπλερείο ζπλαξηήζεηο  f , g  γηα ηηο νπνίεο ηζρχνπλ: 

      
1 1

( ) ( )( ) , ( ) , 0g t f t

x x
f x e dt g x e dt x     

α)  λα δείμεηε φηη:   f (x) = g (x) ,  x >0 

β)  λα δείμεηε φηη ε   ( )( ) f xh x e x    είλαη ζηαζεξή 

γ)  λα δείμεηε φηη:   f (x) = – ln x 

δ)  λα βξεζνχλ ηα φξηα:   
0

( ) ( )
lim , lim
x x

f x x f x x

x x

 
 

 
 

 

 

28. Γίλεηαη ζπλάξηεζε  f  δχν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην δηάζηεκα  [α ,β]  κε  f ΄΄(x) >0   

      θαη  g  κε     ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) , ,
x

g x f t dt x f f x x


         

α)  λα κειεηεζεί ε  g  σο πξνο ηε κνλνηνλία ηεο 

β)  λα δείμεηε φηη  
( ) ( )

( ) ( )
2

f f
f t dt





 
 


   

 

 

29. Α. η)  Να βξεζεί ην εκβαδφλ  Δ (α ) ηνπ ρσξίνπ, πνπ πεξηθιείεηαη κεηαμχ ησλ γξαθηθψλ παξαζηάζεσλ 

ησλ ζπλαξηήζεσλ  3 3( ) , 0 , (0,1)f x x x         θαη ησλ επζεηψλ  x = 0 ,  x = 1. 

ηη)  λα βξεζεί ην  α , έηζη ψζηε ην εκβαδφλ λα γίλεη ειάρηζην. 

 

Β. Γίλεηαη ζπλάξηεζε  f  κε 2( )f x x . Μία επζεία  (ε)  δηέξρεηαη απφ ην ζεκείν  Μ (0 ,1)  θαη ηέκλεη ηε 

γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο ζηα ζεκεία     2 2, , , 0           

η)   λα δείμεηε φηη   θ κ = – 1 

ηη)  λα βξεζεί ην εκβαδφλ Δ (κ) ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη κεηαμχ ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f    

      θαη ησλ  επζεηψλ  ΟΑ , ΟΒ , φπνπ  Ο  ε αξρή ησλ αμφλσλ. 

ηηη)  λα βξεζεί ε επζεία  (ε), έηζη ψζηε ην εκβαδφλ λα γίλεη ειάρηζην. 

 

 

30. Γίλεηαη ζπλάξηεζε  f  ζπλερήο ζην δηάζηεκα  (0, ) ln ( ) 1x f x x     

α)  λα δείμεηε φηη  f ΄(1) = 1 

β)  λα βξεζεί ην φξην:  

2 1

1

21

2 ( ) 1 2
lim

( 1)

x
x

x

f t dt x e

x





  




 

γ)  λα δείμεηε φηη ε εμίζσζε  
2

1
2 2 ( ) 2ln

x

f t dt x x    έρεη αθξηβψο κία ξίδα ζην δηάζηεκα  (1 ,e) 
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31. Α. Γίλεηαη ε παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε  f  κε   ( ) ( )
x

x
f t dt f t dt

 

 




   

      Να δείμεηε φηη ππάξρεη  μ  ζην δηάζηεκα  (α ,β),  έηζη ψζηε  f ΄(μ) = 0 

 

Β. Γίλεηαη  ζπλάξηεζε  f  ζπλερήο ζην δηάζηεκα  [α ,β]  κε  ( )f t dt



   . Να δείμεηε φηη: 

α)  ππάξρεη  
0

0 0( , ) : ( )
x

x f t dt x


      

β)  ππάξρνπλ     1 2 1 2, ( , ) : 1f f        

 

32. Γίλεηαη ζπλάξηεζε  f  ζπλερήο ζην  R , ηεο νπνίαο ππάξρεη ε  f ΄΄ ζην  R* , έηζη ψζηε 

      f (0) = 0  ,   
20

( )
lim 1
x

f x x

x




   θαη γηα θάζε  0 ( ) 0x ύ x f x     . 

      Να δείμεηε φηη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  f  έρεη ζεκείν θακπήο ηελ αξρή ησλ αμφλσλ. 

 

33. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  f  ζπλερήο ζην δηάζηεκα  [0 ,4]  θαη δχν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην  (0 ,4). 

     Αλ ηζρχεη φηη  f (1) = f (2) = 0  θαη  f (3) = 1,  λα δείμεηε φηη: 

α)  ππάξρεη  α  ζην δηάζηεκα  (0, 4):  f ΄ (α) = 1/2 

β)  ππάξρεη  β  ζην δηάζηεκα  (0 ,4):  f ΄΄ (β) > 1/2  

 

 

34. Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο  f , g  ζπλερείο ζην δηάζηεκα  [α ,β],  παξαγσγίζηκεο ζην  (α ,β)  ψζηε 

     f (α) – g (α) = 2  θαη  f (β) – g (β) = 0 .  

     Δπηπιένλ ππάξρεη  γ  ζην δηάζηεκα  (α ,β)  κε  f (γ) – g (γ) = –1 

     Να δείμεηε φηη: 

 

α)  ππάξρεη  μ  ζην δηάζηεκα  (α ,β)  έηζη ψζηε  f (μ) = g (μ) 

 

β)  ππάξρεη  θ  ζην δηάζηεκα  (α ,β)  έηζη ψζηε νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο  ησλ  f , g  λα έρνπλ 

     παξάιιειεο  εθαπηφκελεο ζηα ζεκεία  Α (θ, f (θ)) ,  Β (θ, g (θ)). 

 

 

35. Α.   Γίλεηαη ζπλάξηεζε  f  κε  

1

2
, 0( )

0, 0

xe
xf x

x

x


  




  . Να δείμεηε φηη: 

α)   ε  f  είλαη ζπλερήο 

β)   
0

1

1
( )f x dx

e
  

 

Β. Γίλεηαη ζπλάξηεζε  f  ζπλερήο  κε   
0

( ) ( ) ,
2

x x
f t dt f x x R   .  Να δείμεηε φηη: 

α)  f (0) = θ 

β)  
1

2

, 0
( )

, 0

c x x
f x

c x x





 
 

 
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36. Α. Γίλεηαη ε δχν θνξέο παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε  f  ζην δηάζηεκα  [α ,β], γηα ηελ νπνία ηζρχνπλ: 

                               
2 22 2( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) 0f f f f f f            

Να δείμεηε φηη ε εμίζσζε  f ΄΄(x) = 0  έρεη δχν ηνπιάρηζηνλ ξίδεο ζην  [α ,β] 

 

Β. Γίλεηαη ε ζπλερήο ζπλάξηεζε  f  κε  
0

( ) ( )
x

xf x e f x t dt   

α)  Να βξεζεί ε  f ΄  

β)  Αλ  f (x) > 0  θαη  f (e) = e ,  λα δείμεηε φηη:   ln ( ) 1x ef x e x e e      

 

37. Α. Γίλεηαη ε παξαγσγίζηκε θαη θπξηή ζπλάξηεζε  : 0, (0) 0f R f   .     

      Να δείμεηε φηη  ε ζπλάξηεζε  g  κε  
1

( )
( )

x f t
g x dt

t
  ,  x > 0   είλαη θπξηή. 

 

Β. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  f , νξηζκέλε θαη ζπλερήο ζην δηάζηεκα  [0 ,π] , γηα ηελ νπνία ηζρχνπλ: 

                                3

0 0
( ) 2 3 3 2 3 ( )

x

f x dx x x x f t dt


        

Να βξεζεί ε ηηκή  f (π / 3) 

 

38. Γίλεηαη ε ζπλερήο ζπλάξηεζε  f  κε  
1

3 2

3
( )2 ln 2 ( ) 2 ,x xf x dx f x x R


  


    

α)  λα βξεζεί ν ηχπνο ηεο  f (x) 

β)  λα δείμεηε φηη ε εθαπηφκελε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f  ζε θάζε ζεκείν ηεο, επξίζθεηαη 

     “ θάησ ” απφ ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο. 

 

 

39. Έζησ  F  κηα παξάγνπζα ηεο ζπλάξηεζεο  f  κε  
2

ln
( ) , 0

1

x x
f x x

x
 


 

α)  λα δείμεηε φηη  
1

( ) ln , 0F x F x x
x

 
   

 
 

β)  αλ  ( ) ( ) , 1
x

F x f t dt


    λα δείμεηε φηη ε  F  δηαηεξεί ζηαζεξφ πξφζεκν γηα θάζε  α > 0 

 

 

40. Α. Γίλεηαη ε ζπλερήο, ζην δηάζηεκα  [α ,3] , ζπλάξηεζε  f  κε  ι f (x) + λ f (α +3 – x ) = κ ,     

α)  λα δείμεηε φηη  f (α ) = f (3) 

β)  λα ππνινγίζεηε ην νινθιήξσκα  
3

( )f x dx


    

 

Β. Γίλεηαη ε ζπλερήο ζπλάξηεζε  :[ , ] ( , ) ( ) 2f f t dt



           ,  0 < α < β 

    Να δείμεηε φηη ε εμίζσζε   ( )
x

x f t dt


       έρεη κνλαδηθή ξίδα ζην δηάζηεκα  (α ,β) 
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41. Α. Γίλεηαη ε δχν θνξέο παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε  f  γηα ηελ νπνία ηζρχνπλ: 

                      
1

0 0
(0) 1, ( ) 1 ( ) ,

x
xf e f t dt f t dt xe x R         

Να δείμεηε φηη ππάξρεη  μ  ζην δηάζηεκα  (0 ,1),  έηζη ψζηε  ( ) 3f e e       

 

Β. Γίλεηαη ε ζπλερήο ζπλάξηεζε  f , ψζηε  
0 0

( ) ( ) 0f t dt f t dt
 

     κε  0 < α < β 

Να δείμεηε φηη ππάξρνπλ  γ  ζην δηάζηεκα  (α ,β)  θαη  μ  ζην  (0 ,γ), έηζη ψζηε  f ( μ ) = 0   

 

 

42. Α. Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο  f , g  ζπλερείο ζην δηάζηεκα  [α ,β] , κε  f (α) = g (α) ,  f (β) = g (β)   

     θαη  f (x) < g (x)  γηα θάζε  x  ζην δηάζηεκα  (α ,β). 

     Να δείμεηε φηη ππάξρεη κνλαδηθή επζεία  (ε): x = θ , φπνπ θ αλήθεη ζην δηάζηεκα  (α ,β), ε νπνία  

     ρσξίδεη ην ρσξίν  Χ, πνπ πεξηθιείεηαη απφ ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ δχν ζπλαξηήζεσλ, ζε  

     δχν ηζεκβαδηθά ρσξία. 

 

Β. Γίλεηαη ε παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε  :[ , ] ( ) ( ) , ( ) 0f R f f f x dx



        

    Να δείμεηε φηη ππάξρεη  μ  ζην δηάζηεκα  (α ,β), ψζηε  f ( μ ) = f ΄ ( μ ) 

 

 

43. Α. Γίλεηαη ε  f  παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε ζην  R , γηα ηελ νπνία ηζρχεη: 

                                     32 ( ) 3 ( ) 0 ,xf x f x e x R     

Να δείμεηε φηη:  α)   ε  f  είλαη γλεζίσο αχμνπζα ,     β)   1 3( ) ln 2 3f x x x    

 

Β. Γίλεηαη ε  f  δχν θνξέο παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε γηα θάζε  x > 0.Έζησ φηη ε  f  έρεη ηξία θνηλά ζεκεία κε 

ηελ επζεία  ς = x. 

 Να δείμεηε φηη ε εμίζσζε  f (x) = x f ΄(x)   έρεη δχν ηνπιάρηζηνλ ζεηηθέο ξίδεο. 

 

44. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  f  κε  ( ) ( ) ,x f x x f xe e e x R    

α)  λα δείμεηε φηη  ( ) ln
1

x

x

e
f x

e



 ,         

 β)  λα βξεζεί ην ΢χλνιν Σηκψλ ηεο  f, 

 γ)  λα δείμεηε φηη  ( ) ( ) ,f f          ,      

 δ)  λα δείμεηε φηη  
1

( )

0

2
ln

1

f x x e
e dx

e

 
  

 

45. Α. Γίλεηαη ζπλάξηεζε  f  παξαγσγίζηκε ζην δηάζηεκα  [3 ,4] , κε ζπλερή παξάγσγν θαη  

 f (3) = 3, f (4) = 4 ,  f ΄(x) > 0. Να δείμεηε φηη:     
4 (4)

1

3 (3)
( ) ( ) 7

f

f
f x dx f x dx    

 

Β. Να βξεζεί  f  παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε ζην  R, κε   
3

0
( ) 2 ( )

x
uf x x e f x u du    

 

46. Γίλεηαη ζπλάξηεζε  f , νξηζκέλε ζην  R , δχν θνξέο παξαγσγίζηκε κε  f ΄΄(x) < 0  γηα θάζε  x  ζην  R  

θαη f (0) = f (1) = 0. Να δείμεηε φηη: 

α)  ππάξρεη έλα αθξηβψο  μ  ζην  R  έηζη ψζηε  f ΄(μ) = 0 

β)  ε  f  ζην  μ  ηνπ πξνεγνχκελνπ εξσηήκαηνο, παξνπζηάδεη ηνπηθφ κέγηζην 

γ)  ε εμίζσζε   
2

( ) ( ) ( ) 0f x f x f x     έρεη κία ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην δηάζηεκα  (0 ,1) 
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47. Γίλεηαη ε εμίζσζε  (1): 9 10 ,x x a R     ε νπνία έρεη ξίδα ην  μ  ζην δηάζηεκα  (0 ,1) 

α)  λα δείμεηε φηη ε  (1)  έρεη κνλαδηθή ξίδα ην  μ 

β)  λα βξεζεί ην δηάζηεκα ζην νπνίν βξίζθεηαη ην  μ 

γ)  λα ππνινγίζεηε ηνπο αξηζκνχο  α  θαη  μ , αλ γλσξίδεηε φηη  
9 10

lim 10 6 ln3
x

x

x

x





 
 


 

 

48. Α. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  f  δχν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην δηάζηεκα  [0 ,1],  κε  f ΄(0) = 0   

 θαη      
2 3( ) ( ) 2 ( ) ( ), 0,1f x f x f x f x     .  Δπηπιένλ ε ζπλάξηεζε  g  ζπλερήο ζην δηάζηεκα  [0 ,1] , 

έηζη ψζηε   
0

( ) 1
( ) , 0,1 , ( ) 0

( )

x f x
g t dt x f x

f x


   . 

α)  λα βξεζεί ν  ι , ψζηε ε ζπλάξηεζε  h  κε  h (x) = x – g (x)  λα είλαη ζηαζεξή ζην  [0 ,1] 

 

β)  λα βξεζνχλ νη ηχπνη  h (x) , g (x) 

 

Β. Γίλεηαη ζπλάξηεζε  f  ζπλερήο ζην    2

0
0, ( ) , 0

x

f t dt x x    .  

Να βξεζεί ε ηηκή  f (0) 

 

49. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  f  δχν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην δηάζηεκα   0, , ( ) ( ), 0f x f x x     θαη  f 

(0) = f ΄(0) = 0. Να δείμεηε φηη: 

 

α)  f ΄(x) > f (x) ,   

  

β)  ε ζπλάξηεζε κε  ( ) ( ) , 0xg x f x e x    είλαη γλεζίσο αχμνπζα, 

 

γ)  ε  2 ( )f x   είλαη θπξηή 

 

50. Α. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  f  κε  
ln

( ) 1
x

f x x
x

     

α)  λα βξείηε ηα  α  θαη  β , ψζηε ε  f  λα έρεη ειάρηζην ην  f (1) = 3 

 

β)  λα δείμεηε φηη ππάξρεη  μ > 0 , ψζηε  f (μ) = 2003 

 

γ)  αλ δνζεί ζπλάξηεζε  g  κε  ( ) 4g x x ,  λα βξεζεί ην εκβαδφλ ηνπ ρσξίνπ ην νπνίν πεξηθιείεηαη απφ ηηο 

γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ  f , g  θαη ησλ επζεηψλ κε εμηζψζεηο  x = 1 ,  x = e 

 

Β. Γίλεηαη  ζπλάξηεζε  f  ζπλερήο ζην δηάζηεκα  [1 ,2] , κε ηηο ηηκέο  f (1) , f (2)  δηαθνξεηηθέο κεηαμχ ηνπο 

θαη ε ζπλάξηεζε  g  κε  g (x) = f (3 – x ). 

 

α)  λα δείμεηε φηη νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ  f , g  έρνπλ έλα ηνπιάρηζηνλ θνηλφ ζεκείν κε ηεηκεκέλε μ , 

ε νπνία αλήθεη ζην δηάζηεκα  (1 ,2) 

 

β)  αλ επηπιένλ ε  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην δηάζηεκα  (1 ,2)  κε  f ΄(x) > 0  γηα θάζε  x  ζην  (1 ,2) , 

     λα δείμεηε φηη ην  μ  είλαη κνλαδηθφ. ΢ηε ζπλέρεηα λα βξεζεί ν  μ. 
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51. Αλ  
0 0

: , ( ) ( ) , ( ) ( )
x x

f R R ή g x f t dt h x g t dt     ,  

 λα δείμεηε φηη  
0

( ) ( ) ( )
x

h x x t f t dt   

 

52. Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε  f  ε νπνία είλαη παξαγσγίζηκε ζην  R  θαη ηελ  
0

( ) ( )
x

F x x f t dt   

 

α)  λα βξεζεί ε ηηκή  F΄΄(1),  αλ γλσξίδεηε φηη  f (1) = 1000  θαη  f ΄(1) = 4 

 

β)  αλ επηπιένλ γηα θάζε  x > 0  ηζρχνπλ  f ΄(x) > 0  θαη   2 ( ) 0f x

  , 

     ηφηε λα δείμεηε φηη 
1

0
( ) 1000 0f x dx   

 

γ)  λα βξεζνχλ νη ηηκέο ηνπ  θ  γηα ηηο νπνίεο αιεζεχεη ε ηζφηεηα:   

                                              
3

3 3

0 0
( ) ( ) ( )f t dt f f t dt f

 

        

 

 

53.  Η  f  είλαη δχν θνξέο παξαγσγίζηκε, κε ζπλερή δεχηεξε παξάγσγν ζην δηάζηεκα   0,  

α)  αλ  f (3) = 6  θαη  f (5) = 10  λα απνδείμεηε φηη ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ  μ  ζην δηάζηεκα  (3 ,5),  

     ψζηε ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο ζην ζεκείν  Α (μ , f (μ))  λα δηέξρεηαη απφ ηελ αξρή  

     ησλ αμφλσλ 

β)  λα δείμεηε φηη  
0

( ) (0)x f x dx f


   

 

54.  Έζησ  f  ζπλερήο ζην  [α ,β]  κε  f ΄(x) < 0  γηα θάζε  x  ζην  (α ,β). Να βξεζεί ζεκείν   0 0, ( )M x f x ,  

ψζηε ην εκβαδφλ ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη κεηαμχ ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο, ηεο 

νξηδφληηαο επζείαο  0( )f x    θαη ησλ επζεηψλ  x = α  θαη  x = β , λα γίλεηαη ειάρηζην. 

 

55.  Θεσξνχκε δχν ζπλερείο ζπλαξηήζεηο  f , g  κε  f (x) > 0 ,  g (x) > 0 

 

α)  αλ ηα εκβαδά ησλ ρσξίσλ πνπ πεξηθιείνληαη απφ ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο ηνπο, ηνλ άμνλα  ρ ΄ρ   θαη ηηο 

επζείεο  x = α  θαη  x = β  ( α < β )  είλαη ίζα, ηφηε ηα γξαθήκαηά ηνπο έρνπλ έλα ηνπιάρηζηνλ θνηλφ ζεκείν 

κε ηεηκεκέλε  0 ( , )x    

 

β)  αλ ηα εκβαδά ησλ ρσξίσλ ηνπ πξνεγνχκελνπ εξσηήκαηνο είλαη  Γ , Δ  αληίζηνηρα θαη είλαη δηάθνξα 

κεηαμχ ηνπο, ηφηε ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ 0 0 0( , ) : ( ) ( ) ,x f x g x ό    
 


   


 

 

56.  Θεσξνχκε ζπλάξηεζε  f  ζπλερή ζην  R , ψζηε  
2

0
( ) ( )

x
tf x x e f x t dt    

α)  λα δηθαηνινγήζεηε γηαηί ε  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην  R  θαη ζηε ζπλέρεηα λα απνδείμεηε φηη  

                                                                  
3

2( ) ,
3

x
f x x x R    

β)  λα βξεζεί ην εκβαδφλ ηνπ ρσξίνπ, πνπ πεξηθιείεηαη κεηαμχ ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  

     ζπλάξηεζεο, ηνπ άμνλα  ρ ΄ρ  θαη ησλ επζεηψλ  x = 0  θαη  x = – 4  
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57.  Α. Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε  f  πνπ νξίδεηαη ζην  [α ,β] , είλαη παξαγσγίζηκε , γλεζίσο αχμνπζα  
       θαη έρεη ΢χλνιν Σηκψλ ην δηάζηεκα  [γ ,δ].  

      Αλ ε  f ΄  είλαη ζπλερήο ζην  [α ,β]  λα απνδείμεηε φηη  1( ) ( )f x dx f x dx
 

 
      

 

Β. Αλ ε  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε θαη ηζρχεη  5( ) 5 ( ) ,f x f x x x R    , ηφηε: 

 

α)  λα απνδείμεηε φηη είλαη γλεζίσο αχμνπζα 

β)  λα βξείηε ηελ  αληίζηξνθε ηεο  θαη λα ππνινγίζεηε ην ( )f x dx


  φηαλ  f (α) = –1 θαη  f (β) = 1 

 

58. Αλ ε  f  είλαη ζπλερήο ζην  
0

0, ( ) ( ) , 0
x

f x f t dt x     λα απνδείμεηε φηη: 

α)  ε  
0

( ) ( ) , 0
x

xg x e f t dt x     είλαη γλεζίσο αχμνπζα 

β)  f (x) > 0  γηα θάζε  x  ζην Πεδίν Οξηζκνχ ηεο 

 

59. Αλ γηα ηηο ζπλερείο ζπλαξηήζεηο  f , g  ηζρχεη  
1

1
1

( )
( ) ( ) ( ) , 1

x

x

g t
f xt dt g x f x dt x

x
      

 λα δείμεηε φηη:    α)   
1

1
1

1
( ) ( ) ) ( ) ( ) , 1

x

x

f xt dt f t dt f x g x x
x

     

 

60. Έζησ ζπλάξηεζε  f νξηζκέλε ζην  R , ηέηνηα ψζηε     2( ) ( ) 1 2 ( ) ,f x f x x x f x x R      

      ηεο νπνίαο ε γξαθηθή παξάζηαζε έρεη ζην ζεκείν  Α (0 , f (0))  εθαπηνκέλε θάζεηε ζηελ επζεία κε  

      εμίζσζε  (ε):  ς = – x +β 

 

α)  λα απνδείμεηε φηη ε  f  έρεη ηχπν  2( ) ( 1) ,xf x x e x R    

 

β)  λα απνδείμεηε φηη δελ κπνξεί ε επζεία  (ε)  λα έρεη κε ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f  δχν θνηλά ζεκεία 

 

γ)  ζεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε g  κε 
20

( )
( ) ( ) , 0. lim

x

tt

g t
g t f x dx t ί

e
  




    

 

δ)  λα βξείηε ην εκβαδφλ ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη απφ ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  f , ηνλ άμνλα  ρ ΄ρ  

θαη ηηο επζείεο  x = 0  θαη  x = α  ( α > 0 ) 

 

 

61.  Θεσξνχκε ηε ζπλερή ζπλάξηεζε  f  πνπ ηθαλνπνηεί ηελ ηζφηεηα:  
2

0
(1 ) ( ) 6 , 0

x

t f t dt x x x     

α)  λα απνδείμεηε φηη ν ηχπνο ηεο  f  είλαη  
2 6

( ) , 0
1

x
f x x

x


 


 

β)  λα ππνινγίζεηε ην εκβαδφλ ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη απφ ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  f,  

ηνλ άμνλα  ρ ΄ρ  θαη ηηο επζείεο  x = 0 , x = 1 

 

γ)  λα βξείηε ηελ ειάρηζηε θαη ηε κέγηζηε ηηκή ηεο  f,  ζην δηάζηεκα  [1 ,3] 

 

δ)  λα απνδείμεηε φηη:   
3

1
9 ( ) 32te e f t dt e   
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62. Έζησ ζπλερήο ζπλάξηεζε  f, ηέηνηα ψζηε   
22

1
2 ( ) ln 2002 , 0

x

f t dt x x x    . 

 Να απνδείμεηε φηη: 

α)  ν ηχπνο ηεο  f  είλαη  
ln

( ) , 0
x

f x x x
x

    

β)  ε  f  παξνπζηάδεη έλα αθξηβψο ηνπηθφ αθξφηαην κε ηεηκεκέλε  x = 1, ηνπ νπνίνπ λα βξείηε ην είδνο 

γ)  ηζρχεη φηη  

1

11 , 1xxx e x    

 

δ)  ην εκβαδφλ ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη απφ ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  f , ηνλ άμνλα  ρ ΄ρ  θαη ηηο  

επζείεο  x = 1  θαη  x = e ,  είλαη  
2

1
2

e
E    

 

63. Θεσξνχκε ηε ζπλερή ζπλάξηεζε  f  κε  
1

1( ) ( ) , 1
x

f x x f xt dt x  .  Να απνδείμεηε φηη: 

α)  ε ζπλάξηεζε  
1

( ) ( ) , 1
x

xH x e f t dt x    είλαη γλεζίσο αχμνπζα θαη ζηε ζπλέρεηα φηη  f (x) > 0 

β)  νη εμηζψζεηο       
22

0
(2002 ) ( ) 2002 1 0 2002 1 0

x
tx e dt f x x x          έρνπλ ηηο ίδηεο 

ξίδεο. 

 

64. Θεσξνχκε ζπλάξηεζε  f  παξαγσγίζηκε ζην  [0 ,1] , κε  f (x) > 0  θαη  f ΄(x) < –1   γηα θάζε  x  ζην 

δηάζηεκα  [0 ,1].  

Οξίδνπκε ηε ζπλάξηεζε  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , [0,1]
x

x
F x f x dx f t dt f x dx f t dt x

  

  
          κε 

 0 < α < β < γ < 1 ,  ψζηε  ( ) 1f x dx



 .  

 Να απνδείμεηε φηη:   α)   
2 ( )

( ) ( ) , ) ( )
2

x f x
F x f t dt F x


    

 

65.  Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε  f  κε  
21

1
( ) ,

1

x

f x dt x R
t

 
  

α)  λα κειεηήζεηε ηελ  f  σο πξνο ηε κνλνηνλία θαη ην πξφζεκφ ηεο  

β)  λα απνδείμεηε φηη   
1

( ) 0, 0,f x f x
x

 
    

 
 

γ)  λα ππνινγίζεηε ην εκβαδφλ ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη απφ ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  f ,  ηνλ  

     άμνλα  ρ ΄ρ  θαη ηηο επζείεο  x = 0 ,  x = 1 

 

66. Θεσξνχκε ζπλάξηεζε  f  δχν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην  R , έηζη ψζηε   
3

3( ) ,
x

x
f t dt x x x R    

α)  λα απνδείμεηε φηη  f (–1) = f (0) = f (1) 

β)  λα απνδείμεηε φηη ππάξρνπλ δχν ηνπιάρηζηνλ ζεκεία  1 2, ( 1,1)     , ψζηε νη εθαπηφκελεο ηεο  

      γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f  ζε απηά, λα είλαη παξάιιειεο ζηνλ άμνλα  ρ ΄ρ 

 

γ)  λα απνδείμεηε φηη ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ  μ  ζην  (–1,1)  έηζη ψζηε  f ΄΄(μ) = 0 

 

δ)  κπνξνχκε λα ηζρπξηζζνχκε φηη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  f  παξνπζηάδεη θακπή ζην ζεκείν  

     Α ( μ, f (μ)) ; 
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67. Γίλoληαη νη ζπλερείο ζπλαξηήζεηο  , :[0, ] , 0f g R    , ηέηνηεο ψζηε λα ηζρχεη 

θ f (x) + ι f (α – x ) = g (x)  κε  θ , ι > 0  θαη δηαθνξεηηθά κεηαμχ ηνπο.  

Να απνδείμεηε φηη: 

 
α)   ε  f  είλαη ζπλερήο ζην  [0 ,α] ,    

  

β)  
0 0

( ) ( ) ( )f x dx g x dx
 

     ,    

    

 γ)  
1

10

1 1

21 x x
dx

e  



  

 

68. Θεσξνχκε ηε ζπλερή ζπλάξηεζε  f , νξηζκέλε ζην δηάζηεκα  Γ = [0 ,1] , ψζηε γηα θάζε  x  ζην  Γ λα 

ηζρχεη φηη  
2

1 1
( )

2x

x
f t dt


 .  Αλ  F  είλαη κία παξάγνπζα ηεο  f  ζην  Γ, λα απνδείμεηε φηη: 

 α)  
1 1

0 0
(1) ( ) ( )F x f x dx F x dx     θαη   

 β)    
1 1 2

0 0

1 1
( ) , ) ( )

3 3
x f x dx f x dx    

 

 

69. Γίλνληαη νη ζπλερείο ζπλαξηήζεηο , :[ , ] ( ) 0 ( ) ( )f g R g x f f        . 

Αλ  
3

2

( )
( ) , [ , ]

( )

x f t
f x dt x

g t
    , λα απνδείμεηε φηη  f (x) = 0  γηα θάζε  x  ζην  [α ,β] 

 

70.  Έζησ ε παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε  f  ζην  R  γηα ηελ νπνία ηζρχεη: 

                                     ( ) ( )f x dx f x dx
 

 
     φπνπ  β – α  = δ – γ > 0   θαη  β < γ 

Α. α)  Αλ  ( ) ( ) ,
x

x
f t dt x R

 

 
 

   ,  λα απνδείμεηε φηη κεηαμχ ησλ  α  θαη  γ  

     ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ 0 0, ( ) 0x ώ x    

 

β)  λα απνδείμεηε φηη ε εμίζσζε  f ΄ (x) = 0  έρεη κία ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην δηάζηεκα   0 0,x x     

 

Β.  Αλ  
2006 26

2004 24
( ) ( )f x dx f x dx    θαη ε  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην  R , λα απνδείμεηε φηη ε εμίζσζε   

    f ΄ (x) = 0   έρεη κία ηνπιάρηζηνλ ξίδα  ζην δηάζηεκα  (24 , 2004) 

 

 

71.  Γίλεηαη ζπλάξηεζε  f , νξηζκέλε ζην δηάζηεκα  [0 ,1] , ψζηε  f (0) = 0 ,  ε  f ΄  είλαη ζπλερήο  

      θαη γηα θάζε  x > 0  είλαη  
( )

( ) 0
2

f x
f x


   

α)  λα απνδείμεηε φηη ε ζπλάξηεζε  
0

( ) 2 ( ) ( )
x

g x f t dt f x     είλαη γλεζίσο αχμνπζα 

β)  λα απνδείμεηε φηη   
2

2

0 0
( ) ( )

x x

f t dt f t dt     

 

γ)  αλ ε  f  είλαη πνιπσλπκηθή, λα εμεηάζεηε αλ ηζρχεη ε ηζφηεηα ζην πξνεγνχκελν εξψηεκα 
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72.  Αλ  1 1

1 1 0 1 1 0( ) ... ( ) ... ,i iP t t t t Q t t t t a   

              

             αθέξαηνπο 

ζπληειεζηέο θαη ηζρχνπλ    
1

0

00 0

( )( ) ( )
lim 3 , lim 2

x

x x

Q tP xt Q xt
dt dt ά

x x


 


  


  ,  ηφηε: 

 

α)  λα απνδείμεηε φηη  
0 0 10 , 6 1       

 

β)  λα ππνινγίζεηε ην    
1

2

00
lim
x

P x t dt
   

 

 

73.  Θεσξνχκε κία ζπλάξηεζε  f  ζπλερή θαη γλεζίσο αχμνπζα ζην  [α ,β]  θαη ηε ζπλάξηεζε  g , πνπ  

νξίδεηαη σο  ( ) ( ) , [ , ]
x

g x f t dt x


   . Να απνδείμεηε φηη: 

α)  
( ) ( )

, , [ , ]
2 2

x g x g
g x x

 
    

  
   

 
 

β)   (1 ) ( ) (1 ) ( ) , (0,1) , [ , ]g x g x g x x                     

 

γ)  ε  g  παξνπζηάδεη ζε έλα αθξηβψο ζεκείν ηνπ  [α ,β]  νιηθφ ειάρηζην 

 

δ)  ε  g  είλαη γλεζίσο κνλφηνλε  ή ππάξρεη   γ  ζην δηάζηεκα  (α ,β) , ψζηε ε  g  λα είλαη γλεζίσο  

     θζίλνπζα ζην  [α ,γ]  θαη γλεζίσο αχμνπζα ζην  [γ ,β] 

 

 

74.  ΢ε έλα πιεζπζκφ  Α  αηφκσλ, κηα είδεζε δηαδίδεηαη απφ άηνκν ζε άηνκν κε ην ζηφκα θαη έζησ  P (t)  ν 

αξηζκφο ησλ αηφκσλ πνπ ηε ρξνληθή ζηηγκή  t  γλσξίδνπλ ηελ είδεζε. Ο ξπζκφο κεηαβνιήο ησλ αηφκσλ πνπ 

γλσξίδνπλ ηελ είδεζε είλαη ίζνο κε ην γηλφκελν  P (t) ( A – P (t) )  θαη ηε ρξνληθή ζηηγκή  t = 0  κφλν έλα 

άηνκν γλσξίδεη ηελ είδεζε. 

 

α)  λα βξείηε ηνλ ηχπν ηεο ζπλάξηεζεο  P 

 

β)  λα βξείηε ην  lim ( )
t

P t


 θαη λα ζρνιηάζεηε ην απνηέιεζκα 

 

75.  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  f , νξηζκέλε ζην  R  θαη παξαγσγίζηκε κε  f ΄ (x) < 0  γηα θάζε  x  ζην  R. 

Οξίδνπκε ηε ζπλάξηεζε  F  κε ηχπν  ( ) ( ) 2 ,F x f x t dt x R



     

α)  λα βξείηε ηελ παξάγσγν ηεο  F 

 

β)  λα απνδείμεηε φηη, αλ ππάξρεη  μ  ζην  R  κε  F ΄ (μ) = 0 ,  ηφηε είλαη  F(x) = 2  γηα θάζε  x  ζην  R. 

 

 

76.  Μηα απηνθηλεηνβηνκεραλία γλσξίδεη φηη ε ζπλάξηεζε θφζηνπο θίλεζεο  f   ελφο κνληέινπ ηεο, 

ηθαλνπνηεί ηε ζρέζε   
2 80 ( )( ) (80 2 ) 0 120x x f xf x e x x

        (x ε ηαρχηεηα ηνπ απηνθηλήηνπ) 

θαη  f ΄(0) = f (0) = 0. Να βξείηε: 

 

α)  ηνλ ηχπν ηεο ζπλάξηεζεο  f 

 

β)  ηελ ηαρχηεηα θαηά ηελ νπνία έρνπκε ην κέγηζην θφζηνο θίλεζεο 
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77.  Έζησ ε παξαγσγίζηκε ζην  R  ζπλάξηεζε  f, γηα ηελ νπνία  3 ( )( ) 4 ,f xf x x e x R      

θαη  f (0) = – 1  

α)  λα βξείηε ηνλ ηχπν ηεο  f 

 

β)  λα κειεηεζεί ε  f  σο πξνο ηε κνλνηνλία 

 

γ)  κε ηε βνήζεηα ηνπ κεηαζρεκαηηζκνχ  x = εθt , λα ππνινγίζεηε ην νινθιήξσκα 

                                 
20

1
,

1
I dx ό

x



 



   ε κέγηζηε ηηκή ηεο  f 

 

 

78.  ΢ε ράξηε πνπ είλαη εθνδηαζκέλνο κε νξζνθαλνληθφ ζχζηεκα αμφλσλ, ε αθηή ελφο επεηξσηηθνχ 

ηκήκαηνο κηαο ρψξαο είλαη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο  f  κε ηχπν  
1

( ) , 0f x x
x

    θαη ην 

γεηηνληθφ πξνο απηήλ ηκήκα ελφο λεζηνχ είλαη ε γξαθηθή παξάζηαζε κηαο ζπλάξηεζεο  g  κε ηχπν   
2( ) 4 , 0.g x x x    Έλα πινηάξην εθηειεί δξνκνιφγηα αλάκεζα ζηελ αθηή ηνπ επεηξσηηθνχ ηκήκαηνο θαη 

ην λεζί, θηλνχκελν παξάιιεια ζηνλ άμνλα  ς ΄ς. 

 

α)  λα βξείηε ζεκεία  Α  θαη  Β  ζηηο αθηέο, ψζηε ην πινηάξην λα δηαλχεη ηελ απφζηαζε  ΑΒ  ζηνλ  

     κηθξφηεξν δπλαηφ ρξφλν, ζεσξψληαο φηη θηλείηαη κε ζηαζεξή ηαρχηεηα 

 

β)  δχν ηαρχπινα αλαρσξνχλ απφ ηα ζεκεία  Α  θαη  Β  θαη θηλνχκελα εθαπηφκελα κε ηηο αθηνγξακκέο 

απνκαθξχλνληαη πξνο ηελ αλνηθηή ζάιαζζα.  Να απνδείμεηε φηη δελ ππάξρεη ρξνληθή ζηηγκή θαηά ηελ νπνία 

δηαζηαπξψλνληαη νη πνξείεο ηνπο. 

 

 

 

 

 

 


